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Presentacion

El Ministerio de Educacion Superior, Cienciay Tecnologia se complace en presentar €l libro “Mate-
matica, Curso de Nivelacion” El mismo forma parte del proyecto que inicié el MESCyT en €l afio
2002, atravésdelaaplicacion de laPruebade Orientacion y Medicion Académica, POMA.

LaPrueba POMA fue concebida como parte integral delalLey 139-01, por o que, su aplicaciony con-
tinuidad como proyecto es de gran importancia paraelevar la calidad de | os egresados de la educacion
superior, yaque, a evaluar lainteligenciaacadémicadel estudiantado dominicano, se sientan las bases
de la plataforma que conlleve a una mejor calidad del sistema educativo.

El libro ha sido elaborado por profesores universitarios que estan involucrados en €l proyecto POMA,
lidereados por € Subsecretario de Estado del MESCyT, Lic. Héctor Antonio Sandoval, paraser aplica-
do en los cursos remediales que se ofrecen en las instituciones de educacion superior con la finalidad
de superar las fallas detectadas a través de las Pruebas de Orientacion y Medicion Académica. El
mismo forma parte del Programa Nacional de Libros de Texto que lleva a cabo este Ministerio, en la
Serie Investigaciones, volumen 4, de la Coleccion Humanidades.

A través del desarrollo de los contenidos del libro Matematica, Curso de Nivelacion, se trabajan, con
ejercicios variados, aquellos temas de la matematica que le han presentado mds dificultades a los estu-
diantes en sus afos de bachillerato. Por |o que sus objetivos principal es son:

* Identificar las habilidades adecuadas de acuerdo a la Prueba POMA.

* Poner en practica los contenidos de forma clara y significativa para los estudiantes.

* Evaluar las habilidades cognoscitivas de | os jovenes antes, durante y después de poner en prac-
ticael libro.

Con ladistribucion y uso de este libro, el MESCyT mantiene el esfuerzo para hacer mas competitivo
todo el Sistema de Educacion Superior para formar una juventud con las capacidades para producir,
crear y aportar soluciones que conlleven a engrandecer cada vez mas nuestro pais.

~Lprndi s

Ligia Amada Melo de Cardona, M.A.
Ministra de Educacion Superior, Cienciay Tecnologia
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M arco tedrico para €l curso universitario de
nivelacion en M atematicas

“Lamatematica casi nunca resulta facil paranadie. Y cas toda persona puede apren-
der incluso el méas compleo de los conceptos matematicos, si es perseverantey s los
conceptos le son bien ensefiados.” (Aron & Aron, 2001, pag. 28).

I ntroduccion

El programa de nivelacion propuesto por el Ministerio de Educacion Superior Cienciay Tecnologia
se concibe como un programa incorporado a curriculo para mejorar las habilidades del pensamiento
de solucionar problemas, los cuales se centran en el desarrollo de las habilidades cognoscitivas en €l
contexto de un area de contenidos concreta que, en este caso son las areas de matematicas.

En este programa estan incluidos tres objetivos que han sido propuestos para garantizar €l éxito de los
mismos

1) Identificar las habilidades adecuadas, asumiendo modelos prescriptivos a partir de las evalua-
ciones con la Prueba de Orientacion y Medicion Académica, POMA (terceraversion).

2) Poner en préctica la instruccién en una secuencia clara y significativa que el profesor debe
identificar y modelar para los alumnos aplicando las prescripciones del Programa de Enriqueci-
miento Instrumental (PEI) y las orientaciones del proyecto PISA (Programme for International
Student Assessment), ademés de otros programas de ensefianza del pensamiento.

3) Y hacer una valuacion de las habilidades cognoscitivas antes, durante y después de ponerlo en
préactica.

El marco tedrico de este curso se ha construido, de acuerdo ala opinién de los miembros de la Comi-

sion de Matematicas congtituida el 6 de octubre de 2008 en laMESCyT, sobre los conceptos vertidos
en |as siguientes secciones:

1° Deter minacion del dominio de conocimientos de este cur so de nivelacion

El total de conceptos atratar en los cursos de nivelacion en Mateméticas, de acuerdo ala propuestade
la Comision que hatrabajo en esta discipling, se han agrupado en seis clases de contenidos:
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|.- Teoria de los conjuntos.

I1.- Sistemas numeralesy destrezas en el calculo de operaciones aritméticas.
[11.- Introduccion alos sistemas de medidas.

IV.- Capacidad para manejar expresiones algebraicas.

V.- Materia de Geometria.

V.- Conceptos elemental es de Estadistica.

2° Objetivos y/o competencias a alcanzar y competencias educativas a enriquecer
en el curso universitario de nivelacion en Mateméaticas

Este curso es uno de los intentos que se han realizado en e mundo de reinventar las mateméticas
dentro de un marco cognitivo y socioconstructivista. La perspectiva en la que se centra este curso
hace hincapié en ayudar a alumno a comprender las mateméticas. De esta forma, se inculca en €l
estudiante la importancia de formular conjeturas, explorar patrones y buscar soluciones a problemas
capacitandolos para interpretar datos cuantitativos y utilizar las matematicas en lavida diaria. Esta
perspectiva enfatiza mas el desarrollo del proceso de solucion de los problemas mateméticos mas que
el dominio de las operaciones matematicas.

2.1 Objetivo general

El objetivo general de los cursos de nivelacion esté basado en el proyecto PISA de la OCDE, (PISA,
2006) que enfatiza el desarrollo de conocimientos, destrezas y actitudes o sentimientos, habili-
tando a los estudiantes, para ejercer la capacidad de reflexion y aplicacion de sus conocimientos
y experiencias en la solucion de los problemas de la vida real.

2.2 Objetivos especificos

Estimular €l desarrollo de conocimientos sobre conceptos matematicos, hechos, signos, simbolos, la
estructura de los nimeros, procedimientos para resolver problemas, etc.

Desarrollar destrezas mentales tales como: clasificacion, ordenamiento en secuencias, manejo de es-
tructuras espaciales, razonamiento, flexibilidad mental, solucion de problemas, etc.

En los aspectos del desarrollo de actitudes 'y sentimientos se pretende estimular alos alumnos a acre-
centar la seguridad en si mismo, la curiosidad intelectual, un sentimiento de interés por 10 novedoso
y complejo, el sentido de relevancia de los datos, el deseo de profundizacion en la comprension de
ciertos conocimientos, y la perseverancia en la solucion de situaciones problemdticas a través de
aplicaciones matemdticas.

3° Sistematizacion de procesos o competencias intelectivas a desarrollar en el pro-
grama del curso de nivelacién en M atematicas

Un buen uso de |os procesos mentales en las matematicas, implica un desarrollo adecuado de un con-
junto de actividades mentales, que exigen del sujeto |as siguientes competencias:
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- un empleo adecuado del lenguaje matemdtico,
- la capacidad de crear modelos que permitan explicar la realidad
-y un conjunto de habilidades relacionadas con la resolucion de problemas.

Este conjunto de actividades mentales suele denominarse, como €l proceso de matematizacion, que
permite al alumno ejecutar un conjunto de pasos en la resolucion de los problemas y formular pregun-
tas planteadas sobre los mismos. Este proceso de matematizacion, implica sefialar una serie de pasos
gue indiquen el camino en resolucion de problemas mateméticos.

Estos serian los pasos a dar:

3.1

3.2

3.3

34.

3.5
3.6

3.7

Este proceso se inicia con la presentacion de un problema concreto, en el que se debe proceder
primero a estudiarlo: esto es, conocerlo y delimitar los datos.

A continuacion se debe proceder a organizar el problema de acuerdo a conceptos matemdticos,
ast como a identificar los datos mds relevantes.

Para pasar, luego, a realizar una abstraccion de la realidad, paso que implica efectuar estas
actividades:

- identificar los elementos mateméaticos pertinentes en el problemareal,
- representar €l problema de un modo distinto que conlleva,

- organizar el mismo de acuerdo alos conceptos matematicos mas gjustables al caso: aritmeético,
algebraico, gréfico, tablas, mapas, ...

- plantear |os supuestos adecuados al caso,

- comprender las relaciones existentes entre €l lenguaje del problemay los simbolos que se nece-
sitan para: comprenderlo, encontrar regularidades, relacionesy hasta patrones en su desarrollo
- y finalmente reconocer los aspectos que son isomorficos a otros problemas...

Traducir el problema a términos matemdticos dentro del modelo adoptado:

aritmético, algebraico, grdfico, tablas, mapas, ..

Resolver el problema matemdticamente,

Intentar luego:

- contestar preguntas varias referentes al desarrollo del modelo y su adaptacion al caso,

- establecer regularidades,

- identificar las conexiones

- crear una buena argumentacion matemdtica

- finalmente generalizar el caso

Reflexionar sobre:

- la comprension del alcance y limitaciones de los conocimientos matemdticos,

- las argumentaciones matematicas,

- las aplicaciones y justificacion de los resultados,

- la concienciacion de los pasos del problema,

- las criticas del método utilizado y sus limitaciones, ..
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3.8.  Sistematizacion de las situaciones: es decir ajustar las habilidades, destrezas y actitudes y/o
sentimientos desarrollados a todas las situaciones vitales de los alumnos, que se podrian
organizar de acuerdo al grado de proximidad al alumno, como: personales, educativas, profe-
sionales, puiblicas, cientiificas, ...

4° Resultados del diagnéstico dinamico de Mateméaticasen el POMA.3

Se ha dicho antes que los fundamentos tedricos de este curso de nivelacion se han centrado en las
directrices del proyecto PISA,2006, en las orientaciones del EAM del PEI y en los resultados del diag-
nostico dinamico del POMA 3.

Resultados que se basan sobre e procesamiento de datos obtenidos a través del POMA. 3 de una
muestra de 6.190 estudiantes que solicitaron ingresar en las dominicanas para el curso 2007-2008, de
los cuales 4.028 correspondian alaUASD. Los resultados del andlisis de los items correspondientes a
la sub prueba verbal (CM) se presentan en |la tabla siguiente que tiene | as siguientes columnas:

items: numeracion del item en la sub prueba CM

Cod: codigo que se le haasignado de acuerdo el modelo de procesamiento en el banco de items
b: valor del pardmetro de dificultad en la TRI

a: valor del parametro de discriminacion en laTRI

c. valor del parametro del acierto por €l azar enlaTRI

Respuestas Alter nativas para cada una de las opciones (A,B,C,D)

Coeficientes Alter: valores del coeficiente de consistencia interna en alternativas.

Tablall.1
Resultados del andlisisde items hechos por € TRI
Items Cod b a ¢ R % Respuestas Alter. Coeficientes Alter
21 IMA4 | -062 | 047 | 022 | 0,86 6 | 70~ 9 |14 |1 -17 30~ | -17 | -12 -5
22 IMA.2| -049 | 057 | 021 |034 5 | 12 68~ 12 | 2 -16 -22 | 37~ | -18 -5
23| IMP1 | -1,06 | 059 | 0,22 | 0,61 7 | 77~ 7 7 |2 -21 37~ | -19 | -16 -8
24| IMP2 | -1 044 | 022 |0,72 8 | 5 73~ 13 | 1 -13 21 | 29~ | -12 -8
25| IMR3| 023 | 064 | 024 |087 59~ | 17 10 |12 | 3 35~ | -18 | -18 | -12 -7
26| IMD.6| 202 | 069 | 023 |05 12 | 41 34~111 | 3 -8 -7 16~ | -1 -8
27 IMA3| 2,79 | 067 | 03 1,68 24 | 25 12 | 35~ | 4 -2 -1 -2 | 6~ -4
28 IMR.1| 161 0,47 0,23 |0,98 14 | 25 17 | 42~| 3 -6 -5 -11 | 20~ 11
29 IMA3| 106 | 083 | 023 |1,02 15 | 18 21 |43~ 3 -13 -12 | -11 | 31~| -8
30 IMD.7| 233 | 1,04 | 014 |14 45 | 28 18~ 8 | 2 5 -14 | 13~ 0 -7
31 IMA3| 0,72 | 093 | 025 |1,04 11 | 18 50~]18 | 3 -14 -17 | 36~ | -15 -9
32 IMD.7| 265 | 024 | 025 | 322 K 7 |21 24 | 45~| 3 -18 -7 15 | 7~ 14
33 IMD.3| 181 | 094 | 016 | 1,05 18 | 20 25~ 34 | 3 -15 -6 23~ 0 11
34| IMP2 | 3 081 ] 02 162 K | 22~| 31 25 |17 | 6 1~ 3 2 |1 -6
35| IMP2 | 3 0,7 019 |08 K| 11 | 33 21~/ 30 | 5 -4 -4 6~ 4 -6
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Para apreciar |las carencias que esta muestra de estudiantes presenta en el area de conocimientos de
matemadticas nos fijaremos en valores del pardmetro b y los % de respuestas de la clave o respuesta
buena y los coeficientes de consistencia interna (ri-tri 6 ri-tct). Para una mejor comprension de estas
carencias se han agrupado los items en cada uno de |os procesos que intenta medir el POMA .3..

Proceso A: Asimilacion de conocimientos basicos e instrumentales en matematicas

Muestra UASD (N=4028)  Muestratotal (N=6190)

Item b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri ri-tct | Comportamiento evaluado
22 -049 | 68~ 37~ 42 -0,38 69~ 45~ 47 IMA.2: aritmética

27 2,79 35~ 6~ 26 1,81 37~ 14~ 32 IMA.3: dgebra

29 1,06 43~ 31~ 50 0,8 45~ 40~ 50 IMA .3: dgebra

31 0,72 50~ 36~ 43 0,6 51~ 43~ 50 IMA.3: dgebra

21 -0,62 70~ 30~ 37 -0,41 70~ 35~ 39 IMA.4: geometria

Proceso D: dominio de destrezas académicas en matematicas

Muestra UASD (N=4028) Muestra total (N=6190)

Item | b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri ri-tct | Comportamiento evaluado

33 181 25~ 23~ 36 1,34 | 29~ 34~ 45 IMD.3: otras operaciones: quebrados
26 2,02 34~ 16~ 33 151 | 37~ 24~ 48 IMD.6: calculo mental

30 2,33 18~ 13~ 27 1,8 20~ 23~ 35 IMD.7: otras: %, probabilidades

32 2,65 45~ 7~ 23 3 43~ 0~ 15 IMD.7: otras: %, probabilidades

Proceso R: capacidad de razonar

Muestra UASD (N=4028)  Muestra total (N=6190)

Item| b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri ri-tct Comportamiento evaluado
28 | 1,61 42~ 20~ 34 1,28 | 43~ 28~ 39 IMR.1: hacer comparaciones
25 1023 59~ | 35~ | 4 0,26 | 60~ 40~ 48 IMR.3: buscar anal--semej.

Proceso F: flexibilidad mental (no hay items que miden este proceso en el POMA.3)
Proceso P: capacidad de solucionar problemas de de caracter préctico

Muestra UASD (N=4028)  Muestra total (N=6190)

Iltem | b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri | ri-tct | Comportamiento evaluado

23 -1,06 | 77~ | 37~ 43 -0,92 | 78~ 40~ 43 IMP.1: resol.problemas nivel 1- oper. directas
24 -1 73~ 29~ 36 -0,91 | 74~ 32~ 37 IMP2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas
34 3 22~ | 1~ 21 3 22~ -1~ 17 IMP2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas
35 8 21~ | 6~ 24 2,59 23~ 13~ 28 IMP2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas
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Si se considera como carencias aguellos items que presentan valores en el parametro b, que sean igual
0 mayores que +0.50, se pueden establ ecer tres categorias:

- los que presentan una carencia considerable, cuando el valor de b esta entre +0.50 y
+0,99

- los que presentan carencia muy importante, cuando el valor de b estaentre +1.00y + 2.99

- los que presentan dificultades en la redaccion o carencia absoluta del contenido de los

items, cuando el valor de b esigua a+3.00

De acuerdo este criterio se puede afirmar que: estas carencias se hallan, viendo los resultados del ana-
lisis de los items por procesos mentales de este modo en €l:

Proceso A: (Asimilacion de conocimientos bdsicos e instrumentales en matemdticas)
Delos seis items que hay en el POMA.3 presentan carenciatres items (27, 29 y 31) que hacen re-
ferenciaalaevaluacion del comportamiento IMA.3. Algebra

Proceso D: (dominio de destrezas en matemdticas)

Delos cuatro items que hay en el POMA .3 presentan carencialos cuatro (33, 36, 30y 32 que hacen
referencia a la evaluacione de los siguientes comportamientos. operaciones con quebrados (33),
calculo mental (36) y estimacion de probabilidades (30 y 32).

Proceso R: (capacidad de razonar con material matemditico)

Delosdositems que hay en el POMA .3 referentes a este proceso presenta carenciauno el item (28)
gue hacen referencia a la evaluacion del comportamiento: hacer comparaciones entre conceptos
elementos matemati cos

Proceso P: (capacidad para solucionar problemas de cardcter practico)

De los cuatro items que hay en e POMA .3 referentes a este proceso presentan carencia dos item
(34 y 35) que hacen referencia a la resolucién del problemas de nivel 2, que implica hacer las
calculos para resolverlos, después de hacer unas operaciones previas a los datos ofrecidos en €l
problema, casos en |os carencia es absol uta-

5° Plan de accion o procedimiento general en la solucion de problemas ma-
tematicos:

Esimportante que alos estudiantes que seles ofrezca el plan de accion paralasolucion de problemas,
el cual deben:

- conocerlo primero de acuerdo ala sistematizacion de |os procesos mental es presentada en
el apartado Mat.3,

- aplicarlo a diversas clases de problemas mateméticos,

- repetir su aplicacion varias veces, hague los aumno lo asimilen de modo que o convier-

tan en automatismo

y poder generalizarlo a diversas situaciones vitales
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Para unamejor comprension de |os propositos de este manual se aplicael anterior plan de accion aun
gjemplo, tomado del Poyecto PISA, 2006 del érea de matematicas:

Ejemplo 1°: Lasexportacionesen Zedlandia

Se presenta al estudiante o un grupo pequefio de los mismos (4-8) latarea inicial :dos graficos refe-
rentes alas exportaciones de una pais virtual Zedlandia, unatabla, 0 una expresion matemética), en la
gue indica claramente la respuesta que se espera que den los alumnos.

Esta respuesta suele ser pedida a través de una pregunta 0 mas preguntas, como puede verse a conti-
nuacion.

Estos gr aficos contienen informacion sobre las exportaciones de Zedlandia, un pais cuya unidad
monetaria esel zed.

Grafica 1 Grafica 2
Tatal anienl de suprriaciones de Tediandln Distribuoion de las axportaoionas
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Preguntas
¢Cuadl es el valor aproximado de exportaciones de zumos de fruta de Zedlandia en 20007?

A. 1,8 millones de zeds. B. 2,3 millones de zeds. C. 2,4 millones de zeds.
D. 3,4 millones de zeds. E. 3,8 millones de zeds.

Paso 1° Plan de accion
Ante la pregunta: ;Cual fué el valor de las exportaciones de zumos de fruta de Zedlandia en el
ano 20007

Se propone el siguiente plan de accion:

1° buscar informacion, pero, dado el caso que este es un ejemplo virtual, esta debe ser buscada en
los graficas dada,
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por lo que hay que acudir a la primera grafica, y concretizar el valor de las exportaciones en el
2000: 42.6 millones de zeds.

en la grafica 2, se ve que en ese arnio (2000) el porcentaje de la exportacion de zumos, equivale al
9% del total que es el 42.6 millones de zeds
s quiere conocer €l total de millones de zed que se exportan, se debe traducir € problema a
términos matemdticos, que seria estimar proporciones entre los dato de las dos graficas.
426 es  100%
X 9%
resolverlo matematicamente, de acuerdo al model o matematico propuesto, de este modo:
x=(42.6 *9)/100=3,834
y dado que la pregunta se presenta en formato de pregunta de seleccién multiple, seterminala
sefialando la opcion D, que es tiene el valor mas cercano a 3,8

PASO 2°: Reflexion individual o colectiva sobrelo hechoy loserrores que se han co-

metido, asi como las facetas que han podido influir en su ejecucion

PASO 3°: Sepidelosestudiantes que expliquen las estrategias utilizadas por algunos

alumno o grupos y comparar las mismas, buscando: semejanzas, relaciones. entre ellas..

PASO 4°: Finalmente se procede ala generalizacion este proceso, invitando alos estudiantes

a aplicar estos aprendizajes a Otros Casos...

Ejemplo 2: Presay Depredador

Se presenta a estudiante o un grupo pequefio de los mismos (4-8) latarea inicial :consitente en una
grafica y las dos preguntas, como verse a continuacion:

i
Lo L
TRl kL S O TR RS S SRS S
5 5 :
o | . | S
::E:- 2 150 | __accharom}fces exiquus i | 1
c o
-
@ gow
Q5 !
Ec S0
E @
0
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Este problema presenta dos preguntas;

Pregunta 12 Analizando el grdfico podria indicar ;quien es la presa y quien el depredado’
Pregunta 22 ;Es aplicable a este caso, la tasa de crecimiento de los depredadores?

Este problema presenta dos preguntas, por o que el plan de accién debe ser dividido en dos secciones:

1° Plan de accion para la primera pregunta:

En el grafico ;Quién es la presa y quién el depredado? '

Lagjecucion del plan accidn a esta pregunta requiere realizar |as siguientes actuaciones:

1.

o RXNw

buscar la informacion, que permita aclara los conceptos de presa y depredador: la presa es la
bacteria que sirve de alimento al depredador,

serialar la relacion que existe entre ambas bacterias en el grdfico: un crecimiento inverso entre
ambas.

relacion queimplica: que e crecimiento de la presa debe ser anterior al del depredador,
observar que en la grafica hay dos trazados sinoidales muy similares pero en tiempos distintos.
Observacion que permite inferir que la presa es el Paramecium y el depredador el Saccharomy-
Ces.

2° Plan de accion para la segunda pregunta.

| JEs aplicable a este caso la tasa de crecimiento de los depredadores? '

Lagjecucion del plan accidn a esta pregunta requiere realizar | as siguientes actuaciones:

Paso 1. Sistematizacion de las actuaciones

1.

2.

buscar la informacion en el diccionario o en €l servidor de google de internet que estasa de cre-
cimiento..

revisar en la grdfica la separacion que hay entre ambas curvas sinoidales, se ve que esta es cons-
tante.

comparar los puntos mas altos y los mas bajos de dichas curvas. Se observa que estos son muy
similares con pequefio retraso temporal, o que indica que el depredador crece comiéndosse a
la presa, que alcanza niveles ligeramente mas altos debido a que en el punto de partida 0, este
tiene ya un ciento valor, este tiene ya un cierto valor, que es reforzado con la alimentacion de la
presa.

delo que se puede inferir que la tasa de crecimiento se cumple casi a la perfeccion en este caso.
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5. Explicarla.

PASO 2°: Reflexion individual o colectiva sobre lo hecho y los errores que se han
cometido, asi como las facetas que han podido influir en su ejecucion

PASO 3° Se pide los estudiantes que expliquen las estrategias utilizada para rea-

lizarla (en forma individual o por grupo) y comparar las mismas, buscando: semejanzas,
relaciones...

PASO 4°: Finalmente se precede ala generalizacion este proceso, invitando alos estudiantes
a aplicar estos aprendizajes a otros casos...
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UNIDAD |
TEORIA DE LOS CONJUNTOS

I ntroduccion.

Se ha dicho en el marco tedrico, que |os objetivos generales de |0s cursos universitarios de nivelacion
son apoyar €l desarrollo de: conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matematica.

Para alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo aplicado alamateméticay un conjunto
de gjercicios que permiten al estudiante poner en préactica algunos procesos mentales en cada una de
las unidades en que se ha dividido este curso de nivelacion.

Referente a conocimientos:
Objetivos especificos:

a. Estimular el desarrollo de |as capacidades para:
analizar los conceptos béasicos sobre la teoria de conjuntos,
expresar |os mismos bajo diversas formas,
aprender a expresarlos, con precision y eficacia, mediante expresiones matematicas,
lo que equivale a
plantearlos con claridad,
formularlos adecuadamente,
resolver los problemas mateméticamente
einterpretar las soluciones encontradas...
b. facilitar larepresentacion mental de los nimeros,
c. Y buscar las posibles relaciones existentes entre ellos.

Sistematizacion o pasosa dar pararealizar gercicios.

|.1: Después de haber trabajado €l profesor y los alumnos con el texto y gjercicios de laUnidad I, se
procedera arealizar algunos gjercicios disefiados para cumplir |os objetivos antes sefial ados.
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I.2 Actividades a realizar:

Ejerciciosreferentes a los conocimientos:

L os gjercicios que se presentan a continuacion, van dirigidos al fortalecimiento de los conocimientos
propios de launidad I:

Estos g ercicios pueden realizarse, bien individualmente, bien en pequefios grupos de 6-8 alumnos.
El objetivo concreto de estos gercicios es:

“Apoyar el desarrollo de la capacidad de buscar las relaciones existentes entre conceptos
propios de la teoria de conjuntos, expresados bajo tres formas: el nombre que evoca el con-
cepto, una descripcion verbal del mismo y una expresion matemética del mismo.

Sistematizacion de los pasos a desarrollar

Paso 1°:
L os g ercicios consisten en presentar lastablas alos alumnosindividua mente y/o en pequefios grupos,
con €l objeto de que traten de:

1° Relacionar los conceptos indicados en la 12 columna con una de las descripciones de la segun-
da columna, colocando el nimero de la primera enfrente de la segunda columna.

2° Completar la tarea colocando, también, el nimero del concepto de la 1° columna en cada ex-
presion matematica de la columna 32 que le corresponda.

Paso 2°:

Acabado esta actividad, los alumnos presentaran sus repuestas al grupo y argumentaran de la mejor
forma posible sus respuestas. En e caso de trabgjar en pequefios grupos, estos deben ponerse de
acuerdo, primero, sobre la adecuacion de las respuestas. Finalmente hardn una reflexion individual o
colectiva sobre lo hecho y los errores que se hayan cometido, asi como las facetas o contingencias
que han podido influir en su ejecucion. Se terminard ddndole un nombre global que abarque estas
circunstancias.

Paso 3°:

Terminado el paso anterior, se pide a los estudiantes que expliquen las estrategias utilizadas para
realizar el ejercicio., luego procederdn a identificar, aislar y describir los procesos mentales que han
utilizado (en formaindividual o en grupo) y comparar |os mismos, para pasar luego a buscar: las seme-
janzasy posible relacion entre ellos. Por Ultimo, si estaa su alcance, deben establ ecer |a secuenciacion
de estos procesos.
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Paso 4°:
Finalmente se precede a la generalizacion de estos procesos mentales, invitando a los estudiantes a
aplicar estos aprendizajes a otros casos de la vida practica.

Terminada la actividad anterior podran pasar, si el profesor mediador |o cree oportuno, a trabajar del
mismo modo en este otro cuadro, identificando los cuatro modos de expresar los conceptos: nombre,
descripcion verbal, expresion mateméticay un diagrama.

Paso 5°:
El gercicio consiste en presentar latabla 1l a los alumnos individualmente y/o en pequefios grupos,
con el objeto de que traten de:
1°relacionar los conceptos indicados en la 12 columna con una de las descripciones de la segunda
columna, colocando el nimero de la primera enfrente de la segunda columna.
2° completar la tarea colocando, también, el niUmero del concepto de la 1° columna en cada ex-
presion matematica de la columna 32 que le corresponda.
3° finalmente, ver los diagramas presentados, identificarlos y asociarlos al concepto adecuado y
colocar debajo la expresion o expresiones matematicas que los identifican.

Paso 6°:

Acabada esta actividad, |os alumnos presentaran sus repuestas al grupo y argumentaran de la mejor
forma posible sus respuestas. En € caso de trabajar en pequefios grupos, éstos deben ponerse de
acuerdo, primero, sobre la adecuacion de las respuestas. Finalmente hardn una reflexion individual o
colectiva sobre lo hecho y los errores que se hayan cometido, asi como las facetas o contingencias
que han podido influir en su ejecucion. Se finalizard la actividad ddndole un nombre global que abar-
que estas circunstancias.

Paso 7°

Terminado el paso anterior, se pide alos estudiantes que expliquen | as estrategias utilizadas parareali-
zar el ejercicio; luego procederdn a identificar, aislar y describir los procesos mentales que han utiliza-
do (en formaindividual o en grupo) y comparar las mismas, para pasar luego a buscar: las semejanzas
y posible relacion entre ellos. Por Ultimo, si esta a su alcance, deben establecer 1a secuenciacion de
estos procesos.
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NOTAS HISTORICAS:

Georg Cantor

Famoso matemético judio-ruso, nacido en San Pe-
tersburgo, Rusia, el 3 de marzo de 1845.

Se especializé en Mateméticas, Filosofia y Ciencias
Fisicas. Cantor hizo un profundo estudio sobre las
“Disquisiciones Aritméticas de Gauss”, y en 1867, con
el propdsito de obtener el titulo de Doctor, escribid su
“Disertacion”. Antes de cumplir los 30 afios, Cantor
publicé su primer trabajo revolucionario sobre la famo-
sa “Teoria de Conjuntos”. El inesperado y paraddgico
resultado, referente al conjunto de todos los numeros
algebraicos y la completa novedad de los métodos empleados, sefialaron inmediata-
mente al joven autor como mateméatico creador, de originalidad extraordinaria. Los
razonamientos de Cantor en su “Teoria de las Clases Infinitas” fueron considerados
por Kronocker, antiguo profesor suyo, como una forma peligrosa de locura matemati-
ca. Kronocker ataco afanosamente y con todas las armas que encontrd a su alcance,
la “Teoria positiva del Infinito”, lo mismo que a su hipersensible autor, George Cantor,
quien, a consecuencia de los injustos ataques, tragicamente se convirtié en paciente
de un manicomio. El creador de la “Teoria de Conjuntos” murié en Halle, el 6 de enero
de 1918, alos 73 afos de edad, en un hospital para enfermos mentales. Ya para antes
de su muerte le habian sido concedidos numerosos honores y su obra habia logrado
ser aceptada y reconocida.

I.1 Conjunto. Notacion. Relacion de Pertenencia.
(Qué es una coleccion de flores?
(Puedes dar un ejemplo de una colecciéon?

¢Quéideatienes de: equipo, tropa, colmena,
mitin, movilizaciones, asamblea ?

il .
IR Conjunto de Flores
5 IIFATIIIIITIIT
- TR Ty

Biblioteca [\ P

Conjunto de libros.
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Unaidea fundamental en todas |as ramas de la matemética es la de conjunto. El concepto de conjunto
es uno de los [lamados primitivo, puesto que no se da una definicion de €l, pero intuitivamente lo en-
tendemos como una coleccién o grupos de objetos. Estos objetos que forman e conjunto lo [lamamos
elementos del conjunto.

Existe una gran variedad de objetos que podemos llamar conjuntos, por gjemplo:

1. L os equipos de béisbol invernal de la Republica Dominicana.

2. L os paises que forman las Antillas Mayores.

= od
3. Su equipo favorito de baloncesto de laNBA.

4, Los nimeros naturales pares 2, 4, 6...

5. Los nimeros enterosentre Oy 1.

Para expresar un conjunto usamos diferentes maneras,
las mas usadas son por comprension y por extension,

ademas se pueden utilizar letras mayUsculas para nom-
brar un conjunto.

Por comprension: cuando se da unaregla o condicion que nos permita decidir si un elemento esta
0 no estd en el conjunto. Asi, para especificar que es un conjunto usamos el simbolos { } y una letra
minuscula para representar un elemento cualquieray asi escribimos el g emplo 1 como:

A= {x/x es un equipo de béisbol invernal de la Reptiblica Dominicana}
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Los Leones del Escogido es un elemento del conjunto
A, para mostrar lo anterior usamos € simbolo €, que
significa es un elemento de, asi escribimos: Leones del
Escogidoe A

L os Cardenales de San Luis no es un elemento de A,
entonces usamos € simbolo & paraescribir: Los Carde-
nales¢ A.

Por extension: cuando se nombran todos los elementos del conjunto encerrandolos entre llavesy se-
parandolos por comas, entonces el conjunto de las Antillas Mayores del  ejemplo 2 o escribiriamos
como: B= {Cuba, Rep. Dom. Hait{, Jamaica, Puerto Rico}

cQuéteindican estos enunciados?

. Los autobuses del transporte.

. Los huesos de tu cuerpo.

. Laproduccion turisticadel 2008. ! j

. Los estudiantes dominicanos. N (] des

. Los glébulos rojos de tu cuerpo. ‘ e [ S

. Los plétanos barahoneros.

. Los latidos de tu corazon.

. Las provincias dominicanas.
10. Los meses del afo de 30 dias.

©CONOOUNWNE

L as leyes dominicanas.

= [

Todos estos enunciados representan conjuntos, ya que expresan colecciones de
elementos bien definidos.

(Qué es un conjunto musical? Menciona algunos.
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(Existen conjuntos deportivos? ;Cudles?

(Cudl es el conjunto de las vocales?

Lasvocalesson a, e i, O, U pero para expresarlas
COMO un conjunto tienes que encerrarlas entre dos llaves
y separarlas por coma, estaeslaformapor extension, asi
{a, e i,0,u}

También puedes indicar una generalidad del conjunto y llamarla por unavariable, asi:
V = {x/x es una vocal}

queselee:  «Ves igual al conjunto de las equis tal que equi, es una vocal».

Estaeslaforma por comprension o abstraccion, donde, con unavariabley unafraseindicalapropie-
dad o cualidad comun de sus elementos.

Expresa por extension el conjunto formado por tus fami- F={
liares y por comprension todas las personas que tienen A={x/xes
tu Apellido.

¢Queé utilidad tiene expresar un conjunto por Extension o por Comprension?

Expresar un conjunto por extension tiene sus venta
jas y desventgjas. Si quieres ver todos los elementos
nombrados uno a uno, es mas conveniente expresar €l
conjunto por extension; pero existen conjuntos que son
muy extensos Yy es preferible que busques la cualidad
o propiedad comun de sus elementos y la designas por
una variable, con esto generalizas el conjunto y lo ex-
presas por comprension y asi tienes todos sus elementos
entre las dos llaves.

¢Puedes formar un conjunto con los elementos que
te rodean en tu entorno?

¢Como te conviene formar ese conjunto, por exten-
sién o por comprension ?

‘ ‘
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El conjunto de los alumnos sobresalientes de tu es-
cuela, ¢Como te conviene expresarlo, por extension
0 por comprension?

En el equipo de voleibol de tu barrio participan va- :
rios conocidos tuyos, entre ellos: Héctor, Ariel, =
Miguelina, Joaly, Junior y Cirilo; aunque Manuel,
Nelson, Grisel y Guillermo forman parte del equipo
de baloncesto.

¢A qué equipo pertenece Ariel?

F-

¢Pertenece Grisel al equipo de baloncesto? - _

Puedes decir que: “ Manuel pertenece al equipo de baloncesto” y lo simbolizas asi :
Manuel € baloncesto

“Grisel no pertenece al equipo de volibol”, |10 expresasasi: Grisel & Voleibol
Joaly € Voleibol, Miguelina ¢ baloncesto, Manuel ¢ Voleibol, Guillermo € Baloncesto.

SV ={a eI, 0, u} puedes decir que a es un elemento del conjuntoV, y lo expresasasi: a€ V, signi-
fica “a pertenece al conjunto V" 0 “a es elemento del conjunto V", pero mno pertenece a conjunto V,
entonceslo expresas asi : m& V = ~(mE V), que significa: «m no pertenece al conjunto V».

Dos conjuntos son iguales, si y solo si tienen los mismos elementos, por ejemplo {a, b, c}y {c, b, a}
son igualesy escribimos {a, b, ¢} = {c, b, a}.

Un conjunto gue no contiene elementos, como el del gemplo Los numeros enteros entre 0y 1, se
[lama conjunto vacio y sedenotapor Do por{ },asip # 0= {0} =

*** |_os mares que rodean la ciudad de Santiago de |os Caballeros.

*** Batallas ganadas por Pedro Santana en Francia

El nimero de elementos de un conjunto de Ilama nimero cardinal del conjunto. Se denota por card
(A) y se lee como nimero cardinal del conjunto A. Asi, el nimero cardinal del g emplo: Los equipos
de béisbol invernal dela Republica Dominicana son 6.

Si el proceso de contar todos los elementos de un conjunto tiene fin, decimos que el conjunto es finito.
Por gjemplo: Los globulos rojos de la sangre y Los libros de una biblioteca, forman conjuntos finitos.
Cuando el proceso de contar los elementos de un conjunto continda sin tener fin, diremos que el con-
junto esinfinito. Asi el gemplo Los numeros naturalespares2, 4, 6............ €S un conjunto infinito
al igual que el conjunto de los niimeros enteros y los puntos de una recta.
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Cuando cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, diremos que A es un
subconjunto de B y o escribimos como A C B. por ejemplo; {x/x es una vocal} C {x/x es una letra
del alfabeto} y {Numeros pares} C {Numeros naturales}

I.2 Grafica de los conjuntos. Diagramas.

Para ilustrar €l Ultimo g emplo usamos diversos tipos de dibujos o diagramas. EI mas usado es €l
Diagrama de VVenn; en este caso el conjunto delos nimeros naturales es un rectanguloy el conjunto de
los nimeros pares es un circulo; como se muestra en la figura, el circulo estd dentro del rectdngulo.

NOTA HISTORICA

Leonardo Euler

lluste matematico suizo nacido en 1707, hijo de un clé-
rigo, que vivia en los alrededores de Basilea. Se gradu6
de Doctor a los 17 afios en la Universidad de Basilea y
su discurso de grado versé sobre: “Comparacién entre
los sistemas cartesiano y newtoniano”. A los 19 afos
envio dos disertaciones a la Academia de Paris: “La
arboladura de barcos” y “La filosofia del Sonido”. Este
ilustre matematico vivié en Rusia y Alemania en su
época brillante. Es el autor de las curvas como repre-
sentacién grafica y lo hace notar en una misiva dirigida
a una princesa alemana con la nota: “porque todo sale a la vista”. Nos leg6 el prin-
cipio: “Todo nimero entero positivo es la suma de, a lo sumo, cuatro cuadrados”
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o

Se observa gque cada conjunto es subconjunto de si mismo, a este subconjunto de si mismo selellama
subconjunto impropio. A cualquier otro subconjunto le llamaremos subconjunto propio del conjunto.
Ademés, se aceptaque < esun subconjunto propio de todo conjunto excepto de si mismo.

(Cémo puedes graficar un conjunto?

(Qué indica el diagrama?

Quetodos|os elementos del conjunto A estén contenidos
en el conjunto B, es decir, que A es parte de B, o que A
es sub-conjunto de B, y lo puedes expresar A C B o que
B incluyeaAy loexpresas. B DA.

AC B < WX[xEA—Xx €B]

Observa estas propiedades del subconjunto.
1. Reflexiva. Todo conjunto es sub-conjunto de si mismo: A C A

2. Transitiva. SI AC B ~ BC DentoncesAC D

3. Antisimétrica SAC B » BC A entoncesA =B B @
D

4. El conjunto vacio es sub-conjunto de todos |os conjuntos.
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¢Cuales elementos comunes tienen el conjunto L = {x/x es una lata de pintura}, y el conjunto J={X/x
es una lata de jugo}?

El conjunto de las latas de pintura no tiene nada
en comun con el conjunto delas latasdejugo, y S
tuvieras que mezclar € contenido de un elemento
de cada conjunto tampoco tendria nada en coman.
Por tanto, el conjunto L es disjunto del conjunto J,
ya que no tienen elementos comunes.

L os conjuntos que no tienen elementos comunes son |os conjuntos disconectos o disuntos.

(Qué parte comun tiene en el mapa la ciudad de Barahona con la ciudad de Higiiey?
(Donde se intersecan el rio Ozama con el rio Artibonito?

I.3 Tipo de Conjuntos.
JQuéesun Universo?

Si quieres estudiar las condiciones sociales de tu sector,
tienes que crear un conjunto cuyos elementos sean todas
las situaciones que se presentan en ese sector, entonces
debes construir su Universo.

U El conjunto Universal se representa por:
U e indicaalgo que contiene latotalidad
de condiciones pararealizar un estudio.

Cualquier conjunto, distinto de & , tiene dos subconjuntos alo menos, & y e mismo.

Si los elementos de un conjunto, también son conjuntos, se llaman familia de conjunto. Asi {{1, 2},
{2}, {2,3}} es una familia de conjunto, pero {{1,2},2,{2,3}} no lo es, porque 2 no es un conjunto, es
un elemento.
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El conjunto de 25 paises que forman la Union Europea forma familia de Conjuntos.

Lafamilia de todos los subconjuntos de un conjunto A se llama conjunto potencia de A y se designa
por P(A) o 2~

Ejemplo: Si A, finito, tiene n elementos entonces el conjunto potencia de A tendra 2" elementos. Se
observa que B = {Xx, q, z} tiene tres elementos por la que su conjunto potencia tiene 23 0 sea 8 elemen-

tos, encuéntralos.
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Es el momento de repasar o aprendido

1. Expresa por extension los siguientes conjuntos.

10.Medios de transporte del pais

2. Expresa por comprension los siguientes conjuntos:

1. Los deportistas més sobresalientes del afo
2. Tus mejores amigos
3. Los puertos dominicanos
4. Los Héroes de la Gesta Restauradora
5.

6. Tus profesores.
7. Las carreras que te gustaria estudiar.
8. Los miembros de tu familia.
9

. Las materias que recibes

© © N o g s~ DN

Las cinco provincias dominicanas mas grandes

Los granitos de arena del mar.
L os arboles dominicanos,

Las mujeres dominicanas.

L os numeros negativos.

L os peri6dicos dominicanos

L os puntos de una recta

Las calles de Santo Domingo.

L as moléculas que componen la atmosfera

Las células de tu cuerpo

10. Los rios dominicanos.
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3. Forma un conjunto donde los elementos son:

Animales

Arboles frutales

Familiares
Rios dominicanos
Partidos politicos dominicanos

Deportistas dominicanos

M Uisicos dominicanos

Cantantes dominicanos

© o N gk~ wbdPE

. Presidentes dominicanos
10. Deportes

4. Si M = {x/x es un mes del aiio} y E = {x/x es una estacion del aiio}, entonces escribe una V
a la proposicion verdadera y una F a la falsa.

1.[ ] Enero€E 6. [ | Primavera¢ E 11. [ ]| 27 defebreroE M
2.1 Abilem 7. [ Diciembre2s em  12.[_] Veranoe E

3. ] Julio7¢M 8 [ | Mazo¢E 13. [ | Mayo30& M
4.1 otofioee 9. L1 Abil18em 14. [ Agostoc E
5.1 Agostoa¢E  10.[__] InvienoeMm 15. ] Octubre ¢ M

5. Pon una F si es falso y una V si es verdadero.

Sea: A={1,2,3,4,5,6,7} B={a,b,c,d, e} C=1{3,5,7,9}

1. aeA [] 6. 7EB [ ] 11.<ec€C)r (6¢B) [ |
2. 3¢a [ 7. 8¢C 1] 12.[2¢ A] <> [a€ B]

3. beB [ ] 8. ~(c €A) ] 13. 5€C) v (4¢A) [ ]
4. 9¢c [ 9. 4 ¢B 1 14. ~(a¢B)—> 5B e A) [_]
5. deA [ ] 10. ~1 €c) [__] 15. (7 €AY A (@ C) [ ]

6. Escribe una V en los conjuntos vacios, una U en los conjuntos unitarios, una F en los con-
juntos finitos y una I en los conjuntos infinitos:

1 Los hombres de latierra. 11. Los &rboles del mundo.

2. Los hombres que habitan en Marte. 12 Granitos de arenasdel  Sahara.

3. LascallesdelaCiudad de Sto Dgo.  13. L os puntos del segmento AB
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4, Conjunto de abogados de 12 afiosdeedad. 14.  Colores del Arcoiris
5. Conjunto de los nimeros fraccionarios. 15.  Loshabitantes delaLuna
6. Gallinas vivas de 4 patas. 16.  Lospuntosdel circulo
7. Palabras que terminan en S. 17. _ Segundos que hay en 60 afios
8. L os nifios que viven, nacidos en 1600. 18.  Losmultiplosde 4
9. Maestros de 178 afios en servicio 19.  LerasquetienelaBiblia
10. L os vehicul os que navegan. 20. _ Puntosdel Plano.

6. Completar el cuadro con ejemplos de cada tipo de conjuntos:

Conjuntos vacios | Conjuntos unitarios | Conjuntos finitos | Conjuntos infinitos

7. Usando el método de extension, especifica cada uno de los siguientes conjuntos. En cada
caso, di si el conjunto es finito o infinito.

1. {Los nimeros pares entre 11y 19}

2. {Los enteros mayores que 5 y menores o iguales que 15}

3. {Los dias de la semana cuyos nombres empiezan con la letra M}
4. {Los meses cuyos nombres empiezan con la letra L}

5. {X/x es un nimero natural mayor que 3}

6. {Los multiplos de 5 entre 25 y 50, ambos inclusive}

7. {Los paises que tienen frontera con Estados Unidos}

8. {Los digitos de 1998}

9. {Los cuadrados de los nimeros naturales}

10. {Los presidentes de Republica Dominicana después de Trujillo}

8. Usando el método por comprension, especifica cada uno de los siguientes conjuntos.

{1,3,5,7}
{10,12,14,16}
{Junio, Julio}

{Rojo, Blanco, Azul}
{3,6,9,12,....}

AP =
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=0 %0 N o

0.

{Barack Obama}

{do, re, mi fa sol, la si}
{martes, miércoles}
{30,33,36....69}
{2,4,8,....256}

10. Di si cada proposicion es verdadera o falsa, da las razones de cada respuesta.

1
2
3
4.
5
6
7
8
9

10€{9+12,13-3,7+5}
4 {(1)? (22 (3)>,...... }
{1,5} C {Los nimeros impares }
{Los numeros pares} C {2, 4, 6, 8, 10}
g ={ D}

5x4 27
{1’2’ 3}={5_4’ 10 5T }
{3, 6} & { Los muiltiplos de 3}
12e€{1,2, 3}
{1y €{1,2,3}

10. 1C{1,2,3}

11. Encuentra el Card (A) para cada conjunto.

N B0 g ©9 ) =

A={0,1,2,3,4,5}

A={2,4,6,8, ....100}

A={a,b,c,....2z}

A= {x/x es un punto cardinal }

A= {x/x es un senador de la Republica Dominicana}
A= {x/x es un entero impar mayor 100,000}

12. Dibuja un diagrama de Venn para indicar las relaciones entre los conjuntos que se dan.

1.

A= {Los nimeros naturales}
B= {Los nimeros impares}
A= {Todos los caballeros}
B= {Todos los animales}
C= {Todos los potros}
A= {Los enteros positivos}
B= {Los naturales menores que 6}
C= {Los naturales mayores que 15}
A= {Todos los hombres}
B= {Todos los hombres que son profesores de matematicas}
C= {Todos los hombres que miden 1.80 metros de estatura}
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5. A= {Todos los paises de América}
B= {Todos los paises de America del Sur}
C= {Todos los paises de América que hablan espaiol }

13. Encuentra el conjunto potencia de cada conjunto.

A= {12}

B={a,b,c}

C={1,5, 10, 25}

D= {x/x es un mes del afio}

s> 2 W =

14. Responde:

1. Supon que tienes los siguientes billetes: $100, $50, $200 y $500. ¢Cuantas Cantidades
diferentes de dinero podrias formar?
2. Si reemplazamos los billetes por (modelo) monedasde $ 1, $5, $10 y $25. Repite €l gjer-

cicio anterior.
3. De un grupo de 5 personas requieres formar una comision de 3 o de 2 miembros. Haz una

lista de todas las formas posibles en que esto se pueda hacer.
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Es el momento de rerasar (o aprendido:

1. Forma dos familias de conjuntos que representen instituciones del pais.

2. Construye dos conjuntos universales de necesidades que hay que estudiar para buscarles
soluciones.

3. Forma dos conjuntos disjuntos, cuyos elementos sean situaciones de tu escuela.

4. Escribe dos conjuntos disconectos, que tengan como elementos situaciones de tu casa.

5. Escribe dos conjuntos disjuntos, que sus elementos sean situaciones politicas.

I.4 Formas Proposicionales y Conjuntos.

Si formas un conjunto universal U = {x/x es una letra del alfabeto castellano}y formas el enunciado
«x es una vocal», puedes decir que este enunciado puede convertirse en proposicion si se sustituye x
por un elemento del conjunto U, si x = b se convierte en unaproposicion falsa, pero si x = a, entonces
la proposicidn es verdadera :»x es una vocal» €S unaforma proposicional, ya que puede convertirse
en proposicion al sustituir x por un elemento del conjunto de referencia U.

Como V = {x/x es una vocal} es un sub-conjunto de U, cuya forma proposicional es. VX: X es una
vocal, que selee: “V de x tal que x es una vocal, entoncesdicesqueV esel conjunto de validez de la
forma proposiciona Vx.

Las formas proposicionales siempre deben tomar un conjunto como referenciay se designan por €l
conjunto acompafiado de lavariable, asi: Ax, Bx, Dx, €etc.
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En la asamblea todos aprobaron el pago en dolares, este
enunciado te revela que habia una asambleay que lato-
talidad aprobd el pago en dblares.

Lo mismo sucede a referirte a conjuntos.

Si el conjunto referencial delaformaproposicional Vx: x esuna
vocal €S V ={x/x es una vocal}, entonces el conjunto de validez
de Vx esV, ya que todos los elementos de V son vocales, o o
gue es o mismo: «para todo elemento X € V, Vx es verdadera»,
y loexpresasasi: Vxe V. Vx.

Laexpresion «para todo» se simboliza por V [que significa totalidad], y es €l simbolo que representa
€l Cuantificador Universal, y expresague |0 que se coloca a su derecha es valido paralatotalidad de
los elementos del conjunto referencial.

Si el conjunto de referencia de Vx es U = {x/x es una letra del alfabeto castellano}, entonces la forma
proposicional Vx: x es una vocal, no es verdadera para todos los elementos de U, pero si «existen»
algunos elementos de U que hacen a Vx verdadera, por lo que puedes decir que: «Existe un X, que
pertenece a U, tal que Vx es verdadera», y lo expresas asi: 3 x€ U : Vx.

La expresion «Existe un...» se simboliza 3, y representa el
Cuantificador Existencial, y expresa que |o que se coloca a su
derechaesvalido paraalgun o algunos de los elementos del con-
junto de referencia.

La mayoria de los asambleistas son seguidores de Cristo, aqui
te indica que algunos siguen a Cristo y otros no.

I.S Operaciones con los Conjuntos.

| nter seccién de Conjuntos.

(Cudl es la interseccion del carril A conel carril B? AN B
(Cudl es la parte comtn entre carril Ay carril B?

Si el carril A representael conjunto Ay € carril B
el conjunto B,
(Cudl es la parte comtn entre Ay B?
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Pararepresentar lainterseccion entre Ay B se utilizael simbolo N. Lainterseccion entreAy B esla
parte que se destaca.

ANB={xXXEAAXEB}

Si P={1,2,3,4,5,6,7} y Q={2,4,6,8, 10}, entonces
lainterseccionentre Py Qes. PN Q = {2, 4, 6}

PNQ={xxePAr xeQ}

Si A = {x/x es un niimero primo}y B ={x/x es un niimero par},

A={235,7,11,13,17,...} B ={2,4,6,8,10,12,14,...}, entonces AN B = {2}
0? ) Los elementos comunes de dos o mas conjuntos forman el conjunto
ij Interseccion.

Para conjuntosA, B y C, no vacios, se cumplen las propiedades siguientes:

1. Conmutativas. S AN B, entonces BNA

2. ldenpotente: ANA=A

3. Asociativa ANBNC=(ANB)NC=ANBNC
4. Absorvente: ANod=¢

5. Modular: ANU=A

6. Del Sub-conjunto: (ANB)CA A (ANB)CB
7. Si los conjuntos son diguntos, su interseccion es el conjunto vacio.
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Es el momento de repasar lo arrendido

1. Forma dos conjuntos de tu entorno que tengan elementos comunes:

1
2.

2. 8i N = {a,b,c,d,e.f,g,h,i,jk}, A={ab,cdfg}, B={ab,cdfghk}!y C = {b,d,g,h,i,j}
Determinar el valor de verdad de:

1. AcB [ 6. $CN [ ] 11. BAN=B [ ]
2.NDCc [_] 7. CCA 1] 12. ANB=A [__]
3.BCN [_] 8. (AZN)A(peEC) [ 13. cNnN=Cc []
4. gcA [ 9. BDA)v(ccB) [ 14. NNA=A [_]
5. BCC [_] 10. [$¢B]—[aeC] [] 15. ANg =A [__]

3. Dado A= {1,2,3,4,5,6,7}, B ={1,3,5,7,8,9} y D ={2,4,6,7} Determinar por extension:

1.ANB 6.AN ¢

2.DNA 7.(BNA)ND
3.ANA 8. N (DN )
4.BND 9. DN (AN B)
5.AN (BN D) 10. (AN $) N (B N)

Unidén de Conjuntos.

Una cesta de frutas, significa la unién de muchas frutas:
Delamismaforma

¢COmo unirias el conjunto C = {x/x es una consonante castellana}
con & conjunto V = {x/x es una vocal}? {Qué conjunto resulta?

Pues el conjunto: Cuv={xixeCv xeVv}

CUV ={b,cdfghjklmnp,qrstvwxyz}Uaeiou}=
= {x/x esuna letra del alfabeto castellano}

Si A={1,2,3,45} y B={2,4,5,7,8,9}, entonces AU B ={1,2,3,4,5,7,8,9}.

Laforma A U B significa «A unién B» c.’

Graficamente es:
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Paralos conjuntos A, By C no vacios, se cumplen |as siguientes propiedades:

1. Conmutativa: VAB: AUB=BUA.

2. Asociativa: VABC: AUBUC=AUBU C)=(AuB)UC
3. Modulativa: VA:AUd=A
4. Absorvente: VA: AUU=U, VA:AUd=A
VAB:{A N(AUB)=A A AU(ANB)=A]
5. ldenpotente: VA:AUA=A
6. Distributiva:

6.1. Lainterseccion es distributiva con respecto alaunion
VABC: ANBUC)=(ANB)U(ANC)
6.2. Launion es distributiva con respecto alainterseccion.
VAB,C:AUBNC)=(AUB)N(AUC)
7. Cada conjunto es sub-conjunto delaunion. AC(AUB) A BC (AU B)

Diferencia de conjuntos.

Tienes un estante de libros que forman a conjunto
A = {filosofia, idiomas, gramdtica , biologia, mate-
mdtica, fisica, quimica}y otro estante B = {ética,
sociologia, economia, idiomas, biologia, ciencias,
lenguas} ¢Cuales libros estédn en A que no estan en
B?

Son:

A-B=/{
y B-A={
Del mismo modo ;Cémo restas B = {1,3,5,7,9} de A=1{0,1,2,4,5,6,8,9}?

B-A={

o hANO
>

A-B={

Ladiferenciaes el conjunto A - B que tiene todos |os elementos que estdn en A que no estan en B.
A-B={0,2,4,68,} y B-A={37}

A-B={x/xEAA~(XEB)} ={x/x EAAXEB}
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Complemento de un Conjunto.

(Qué conjunto representa la parte sombreada del diagrama?
(Como nombras ese conjunto?

El conjunto formado con |os elementos que les faltan a un conjunto A, para completar un conjunto U,
es el complemento de Ay seexpresaasi : A', que representa la parte amarilla del grafico.

Observa gue son los elementos que estén en U que no estan en A, entonces

A=U-A también tienes que: VA:ANA =¢ n AUA=U

Diferencia Simétrica de Conjuntos.
(COomo determinas los elementos que no son comunes a dos conjuntos A 'y B no disjuntos?
Este conjunto tiene los elementos que estan en (A U B) que no estdn en (A N B), 0 seq, los elemen-

tos que estén en laUnidn que no estdn en la interseccion y lo puedes expresar asi: A A By lo lees :
“A diferenciasimétricaB”.

AAB ={xxEAUB)AX& (ANB)}={(A-B)U B-A)} =
={(ANB)U(BNA)} = {(AUB) N(A’UB}
={(AUB)- (ANB)}
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Sea: U = {x/x es una letra del alfabeto} A= {a, b, ¢, d, e, f, g, h} B={f, h, i, j, k, I, m}
C={b, d, f, kI, m, n, p}, determina por extension:

1. AN B 6. A NB 11. C - A 16. [A-C]'NB’
2.B- C 7. AUC 12. A'U(B-C) 17. (BUC)-(AUC)
3.ANC 8. BNC 13. BU(ANC) 18. [ANB]'U[BNC]'
4.AUB 9.A’ U C 14. CN (A-B) 19. (AUAY NA

5. BUC 10. A - C 15. (ANB)U[C] 20. [AUB]'N[AUC]

2.85iA={a, b, c,d, e f, g h} y U= {x/x es una letra del alfabeto castellano}, determina el
valor de verdad de :

1. Ae 4. {e}CP(A) 7. {{a}yC 28 10. _ {{bc}} & P(A)
2. _ACPA) 5. {ateA 8 _ _(ANA)DU 11 (ANA)C2
3. {AYEPA) 6. {xyz}CA 9. A D2 12._ {abcle2r

3.8i U= {x/x esun numero natural,donde 0<x<15},4A={0,1,2,3,4,5,6,7}, B={1,3,5,7,9,11,13} y
C={0,2,4,5,6,7,8,10,12,14}). Derminapor extensionlositemsimparesypormediodiagramalos

pares..

l. AAB 5. (CUB)AA 9. AABACQ) 13. (A-B)A(A-C)
2. BAC 6. ANB)AC 10.(AAC)NC 14. (AAC)N(B-C)
3. CAA 7. (A-B)AC 11. BAA)UC 15. (AUB) A (B NC)
4. BAC) 8. AAB)UC 12. B UBACQ) 16. (A-B)Y U (B-A)

I.6 Técnica de Conteo.

Puedes ahora contar el nimero de elementos de un conjunto, el nimero de formas en que una deter-
minada situacion ocurre, etc.

Si tienes un conjunto A = {2,4,6,8} y B ={1,3,5,7,9} y deseas juntar sus elementos en un sélo

* conjunto ;Cudntos elementos tiene el nuevo conjunto ? Pues, cuenta los elementos de A, que
te daran |A| = 4, y los elementos de |B|= 5, menos |os elementos comunes a ambos conjuntos
|A N B| =0, entonces el nUmero de elementos de |os dos juntos es:

IAUBI =IAl+IBI-IANB|=4+5-0=9
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Puedes probar que: AU B ={1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9}, entonces el nimero de elementos es:
JAUB|=9

Si ahoratieneslos conjuntosA ={a,b,c,d,e} y B ={b,c,f} y quieres hallar el nUmero de elementos que
tiene: A U B, entonces debes encontrar el niimero de elementos de A, mas el nimero de e ementos de

B, menos |os elementos comunes entre A y B.

Solucién :  El nimero de elementos de A es|A| = 5, e nimero de elementosde B es [B| = 3,
el nimero de elementos comunesANBes|A NB|=2

[AUBI=IAI+IBI-IANBI=5+3-2=6, que lo compruebas cuando hallas:
A U B = {a,b,c.d,e.f}, tiene 6 elementos. Pero ;Donde puedes aplicar esto en la vida
diaria?

Si tu curso tiene 32 alumnosy 24 liberan matematicay 28 liberan socialesy 3 no
liberan estas materias. ¢Cuantos alumnosliberan las dos asignatur as?

Solucién: Como tres no liberaron ni matematica, ni sociales, entonces los que liberaron estas
asignaturasson : 32 - 3=29.

Si A = {x/x es alumno que libero matemdtica}y B = {x/x es alumno que liberd sociales }, entonces:
|A' U B|=1Al+IBI - 1A N B| pero recuerda que vas aencontrar ¢Cuantos comparieros liberaron ambas
materias, 0 sea |[A N B|, pero |[A|=24y |B|=28 ycomo: |ANB| =32-3=29esdecir, los que

liberaron son todos los estudiantes menos |os que no liberaron, puedes sustituir y obtener :

29=24+28-1ANB| dedonde: |[ANBI=24+28-29=23
Lo que significa que 23 alumnos liberaron ambas materias.

(Cudntos liberaron Unicamente matemadtica? IAl-IANB|=24-23=1
y los que liberaron sociales Unicamente fueron: |B|-|[ANB|=28-23=5

* Si tienes que encontrar el numero de tres conjuntos, aplicas el mismo procedimien-
to:

[AUBUC|=[AU[BUC]I=IAI+IBUC|-|AN[BUC]
Yasabesque: |BU Cl=IBI+ICI-IB N C|y por lapropiedad distributiva tienes que :

IAN[BUC]=[(ANB)U(ANC)|=|ANBI+IANC|-[ANBNC]|
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Sustituyendo por su igual obtienes :
JAUBUC|=|A|+|B|+]|C|-|ANB|-]JANC|-IBNC|+]ANBNC]|

Para determinar € nivel de popularidad de los programas de television se
seleccionaron tres programasA, B y C de horas diferentes para hacer un sondeo
en un maximo de 100 familias escogidas en diferentes puntos. Hubo 38 que ven
el programaA,42€el B,24¢e C; 12venAyB; 18 AyCy15ven By C. ¢Cuantas
personas ven los tres programas? ¢Cuantas ven cada programa exclusivo?

Solucion:  Como |[AUBUCI=IAI+IBI+ICI-IANB|-[ANC|-BNI+IANBNC|
y |A|=38, |B|=42,|C|=24, |]ANB|=12, AN C|=18, |B N C|= 15, entonces:
100=38+42+24-12-18-15+IANBNC|
100=59+IANBNC| dedonde|ANB N C|=100-59 =41
son los que ven los tres programeas.

Losqueven el programaA, son: |A|-JANB|[-]ANCI+IANBNC|=
=38-12-18+41=49

Losqueven e programaB, son: |B|-|[ANB|-BNCI+IANBNC| =
=42-12-15+41 =56

Losquevene programaC,son: [C|-|[ANC|-BNCI+IANBNC|=
=24-18-15+41=32
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Realiza unaencuesta en tu curso y cuenta:

los comparfieros que estan liberando matemética, los
gue liberan espariol y los que liberan naturales, los
que liberan matemética y espafiol, los que liberan
matemética y naturales y los que liberan espafiol y
naturales, entonces determina ¢Cuantos liberan las
tres materias ? ;Cudntos liberan una sola de estas ?
[Sugerencia: Ten en cuenta que si un alumno libera
dos materias debes contarla por materia)

En una agencia de vehiculos |as preferencias se detallan
asi: 40 prefieren carros de 4 puertas, 30 optan por vehi-
culosde 2 puertasy 100 eligen guaguas de 16 pasgjeros;
dentro de los cuales, 15 elegirian carros de 4 puertas o
de 2 puertas, 20 no tienen inconvenientes en que sea de
4 puertas 0 guaguas, 10 optan por carros de 2 puertas o
guaguas 'y 5 podrian elegir cualquiera de los tres. ¢Con
cudntas personas la agencia hizo este sondeo?

1.7 Codificacion.
(Qué es la criptografia?

Si vas de tienda puedes notar que en la etiqueta donde aparece el precio de venta, aparecen ademéas
unas letras. Estas letras son claves o codigos que utiliza el comerciante para conocer €l costo de la
mercancia que te vende.

Hay maletines que utilizan cédigos. ;Como codificarias?

Si quieres sustituir los nimeros por letras puedes establecer ciertas reglas, alos nimerosO0, 1, 2, 3, 4,
5,6, 7,8,9, les hace corresponder unaletraa, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j entonces puedes escribir el nlme-
ro 8340 como idea.

Si {0,1,2,3,4,5,6,7,89} = {a,b,c,d,ef,g,h,ij} = {klmn,i,o,p,q,rs} entonces codifica :
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En los negocios a veces usan la palabra Murciélago que abarcatodos los digitos del 0 a 9, acomparfia-
do aveces de otraletra, por giemplo n, que indique la repeticion del digito anterior.

Murciélago Murciélago
0123456789 9876543210
Codifica: 850.00 = 850.00 =
Maria = Maria=
659n56 = 340n43 =

( Coémo decodificas? Pues, negando con cualquier indicacién la validez de la codificacién establecida,
puedes usar ~ que significa no.

Puedes crear tu propio sistema de codificacion, cada quien lo utiliza para proteger sus intereses.
(Donde utilizan cédigos?

El Cédigo de la Tarjeta de Crédito es un sistema de signos y reglas que te permite formular y com-
prender un mensgje.

Si tienes una computadora puedes usar un nombre o nime-
ro clave quete permitaUnicamente ati penetrar adetermi-
nados programas.

E.S

Los supermercados y farmacias utilizan méquinas
registradoras codificadas.

Puedes usar un codigo para abrir la puerta de tu
cuarto, o paratocar en tu casa, o paradecirleaun
amigo que el mensgj e es correcto.
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Los Codigosde Barras. R gt e Lot L o
.1‘1!::#”:?:::
ad
Has observado en los supermercados cuando vas de TII:IMI'I
compra que pasan los productos por un lector Opti- I
co. Este lector identifica unas barras que traen impre-
sas las mercancias, estos son Codigos de Barras, que
sirven para identificar una gama de productos. Este
complejo sistema de codificacion que representa nu-
meros de 13 digitos, relaciona los dibujos de lineas 5 “11;‘2 '57?9“ Farn
. e gy CERATE T
oscurasy claras con €l nUmero que representan’y con i & Siifa REss
. ool wras dil g ead o
un producto determinado.

e dn lan

Es el momento de practicar [0 aprendido

Invéntate un sistema de codificacién con Hipocrates sustituye por lanumeraciondel Oal 9y del 94 0,
al escribir centavos, separal os con un apéstrofe de las demas letras, 0 con lamarca que desees. Utiliza
unaletra que indique la forma de repeticién de nimeros.

Numero | Cddigo Decodificacion Nimero Codigo Decodificaciéon
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| AUTOEVALUACION |

Repasa lo aprendido:

Selecciona la respuesta correcta.

1. Una coleccion de objetos bien definida, la consideras como:
a) grupo b) reunion C) conjunto

2. Un conjunto queda expresado cuando sus elementos aparecen entre:
a) corchetes b) llaves C) paréntesis.

3. Puedes expresar un conjunto por:
a) extension b) comprension c) ay b son correctas

4. Cuando un elemento pertenece a un conjunto se usa el signo
a) € b) A C) €

5. Los conjuntos los representas por letras del alfabeto en:
a) minuscula b) mayuscula ¢) ambas son correctas

6. Parareferirte a elementos utilizas letras del alfabeto en:
a) minuscula b) mayuscula ¢) ambas son correctas

7. Los conjuntos que no representan coleccidon los clasificas como:
a) unitario b) vacio ¢) ambas son correctas

8. Cuando los elementos de un conjunto pertenecen a otro conjunto, dices que el:
a) primero pertenece al segundo b) primero es parcial a segundo.
¢) segundo contiene a primero. d) by ¢ son correctas.

9. Cuando A C B A B C A entonces dicesqueA y B son:
a) iguales b) idéntico ¢) del mismo tamario

10. Las propiedades que se cumplen en laigualdad son:
a) reflexiva b) simétrica ¢) transitiva d) todas son correctas

11. El conjunto que tiene un nimero definido de elementos, es:
a) infinito b) finito ¢) comparable
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12. Un conjunto puedes representarlo por:
a) un poligono b) figura geométrica plana  c) diagramas d) todas V

13. Cuando dos conjuntos no tienen elementos comunes se |laman:
a) disconexos b) diguntos c)aanb=V d)iguaes

14. El conjunto que formas con los elementos comunes a dos 0 mas conjuntos, es:
a) disconexo b) disjunto ¢) finito d) interseccion

15. Si tienes un conjunto con |os elementos necesarios para hacer un estudio, entonces es.

a) parcial b) general c) Universa d) particular
16. Si tu mochilatiene varios conjuntos, entonces la mochila es:

a) clase de conjuntos b) familia de conjuntos

C) conjunto de conjuntos d) todos son correctos

17. Si aparece un conjunto que tiene todos los elementos que les faltan a otro para ser Universo, en-
tonces ese conjunto es €l
a) Universo b) potencia ¢) complemento d) vacio

18. El conjunto que tiene todos |os elementos de A y todos |os elementos de B, |0 expresas:
aA A B b) AN B C)AU B dAvB

19. El conjunto cuyos elementos son todos |os elementos que estan en la Unidn de dos conjuntos que
no estan en lainterseccion, forma su:
a) diferencia b) interseccion c) diferenciasimétrica d) conteo

20. En latécnica de contar |os elementos de |os conjuntos, debes tener en cuenta la propiedad:
a) conmutativa b) distributiva C) asociativa dbad=V

21. Si A = {x/x es un poder del Estado}, entonces el Poder Ejecutivo es:
a) parcia deA b) igual de A c)elementodeA d) aanc=V

22. Dominicana y Haiti forman dos conjuntos:
a) iguales b) diguntos c) comparables d) simétricos

23. El comercio organizado utiliza cajas registradoras programadas, con |os precios representados
por:
a) claves b) cédigos C) nimerosy letras  d) siglas

24. La codificacion puedes hacerla:
a) alfabética b) numérica c¢) afanumeérica d) todas V
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25. Colocaen las columnas de la derecha el nimero gque corresponda a concepto de la columnade

laizquierda

Termino/concepto

Descripcion verbal

Expresion matematica

1° Conjunto

componentes de un conjunto

U= {x/x es una letra del alfababeto}

2° Es concepto primitivo

caracteristica de componentes

VX: x es una vocal

3° Elementos

una parte de un conjunto

aceVx; m&Vx,heu

4°  Conjunto por com-
prensién

con los mismos elementos

Ixe U : Vx.

5° Conjuntos iguales

una coleccion

V, ={a, b, c} ={c, b, a}

6° Subconjunto

abarca todos los elementos

Vx={a, €, i, 0, U}

7° Cuantificador univer- conjunto sin elementos ¢ #0 # {0}

sal
0 in- _ .

8 Partgnma, no perte e (EEls s SlearEs Vx €U : Vx
nencia

Qo Cuantificador existen- que esta incluido en un Conjunto VX:{X/X es una Vocal}
cial

10° Conj. vacio/ diferen- valido para la totalidad AC B: VX/[x EA — X € B]
cias '

11° Conjunto por exten- Existe algun valido en U. A={a, e, i, 0, u}
sion

12° Card (A)

lo comin entre dos conjuntos

ANB={X/IXEAAXEB}

13° Unién de conjuntos

Un nuevo conjunto formado por
dos 0 més conjuntos

C U V={conson}U {vocales} = {le-
tras del alfabeto}

14° Diferencia simétrica

lo que le falta a A para completar
U

A =U-A; AU A=U
VAA NA=pAA U A=U

15° Diferencia de conjun-
tos

sefialar elementos que estan en
un conjunto pero no en el otro

A-B={x/x E AA~(Xx EB)} = {X/x EA
AXEB.

16° complemento

El numero de elementos propios
de un conjunto

AAB = {X/x € (AU B) AX €A N B)JE
{(A-B)U(B-A)}=
{(ANB) U (B NA)}

17° tecnica de conteo

Determinar el nimero de ele-
mentos de un conjunto, o el nu-
mero de formas en que ocurren
en una situacion,

[AUB| =|A]+[B]-]ANB|=4+
5-0=09. para
A={2,4,6,8} y B={1,3,5,7,9}

18° interseccién de con-
juntos

los elementos que no son comu-
nes a dos conjuntos A y B, no
disjuntos

Vx/x vocales, Card=5

19° codificar, codigo de
barras

Crear un conjunto de letras y/o
nameros asociados por una re-
gla, utilizada para identificar ele-
mentos y que esta limitado su
acceso por un cédigo.

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}={letras del
alfabeto

Por el camino de la realidad

658 41 202835 34 10 84018303

20° propiedades de con-
juntos

9-1 Conmutativa
9-1 Modulativa
9-2 Distributiva

VA:AU§=A

VAB: AUB=BUA

VAB,C: AN(BUC)=(ANB)U
(BN C)
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26. Debajo de cada Diagrama coloca la operacion que indicalo sombreado y escribe laforma mate-
matica de indicarlo.

i
Dlvl,b-rr" L] hh.l:lr-'rﬂ'll Dmmlm

“&Wu
s

|
1-"@4 ih

5 0123456789007 1o

— - “ 1 o -Mﬂ'\r-! b w e e
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27. Enlacolumnade la derecha coloca el nimero que corresponde ala expresion de la columna de

laizquierda.
1-ANB — Lainterseccion delaunion del conjunto A con el conjunto B,
2- AUB con launion A con e conjunto C.
3-A-B — Diferenciasimétricaentre Ay B.
4-AU B -0 _ El conjunto A menos la unién de B y C.
5-AU(BNC) _ Restar launién deA con C delaunién de B con C.
6.-AAB _ Lasumade A con la interseccion de B y C.
7-(ANB)U[BNC] __ Lainterseccion entreAy B.
8-A -(BUC) —— Sumar lainterseccion de Ay B con laintersecciondeBy C
9-(BUC)-(AUC) — LasumadeA conB.
10-[AUB]N[AUC(C] _ Restarlaunién de B con C deA.
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29. Colocaen el cuadrito el nimero gque corresponda alo que indica cada expresion del punto ante-
rior.

30. ParalosconjuntosA y B, indicalas condiciones necesarias para que cada una de las expresiones
siguientes sea verdadera.

1-ANB=Y 2-BNJd=B 3-ANT=J
4- ANA' =0 5-BNB=yY 6.- ANB=A
7-AUA=A 8-AUUd=0J 9- BUB=UJ
10- BUUJ =B 11.- AUA=U 12- A=A-B
13- A=B-A 14- B=B-J 15.- A=J-A
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1° Objetivos especificos.

En esta segunda unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva e titulo “conjuntos numéri-
cos’ se busca desarrollar uno de los dos niveles mas caracteristicos del funcionamiento intelectual del
ser humano actual, es decir, el nivel, evolutivamente hablando, méas avanzado del pensamiento huma-
no, como es la capacidad de tomar conciencia de los procesos mentales. Lo que implicar diferenciar
y automatizar los pasos que los aumnos deben dar para: solucionar planteamientos matematicos,
explicarlos alos demas, sistematizarlos en una secuencia, comparar entre si las secuencias del resto de
comparieros del grupo, obtener una generalizacion de estos procesos mentales y desarrollar su aplica-
cion aotros casos de la vida practica.

La g ecucidn de esta clase de gercicios implica alcanzar €l vértice mas alto de lainteligencia humana,
para cuya ejecucion es necesario activar €l funcionamiento de un conjunto de éreas cerebrales, que los
autores las localizan en la zona de los | 6bul os frontal es.

Este tipo de procesos mentales puede ser desarrollado con varios grados de dificultad, al utilizar conte-
nidos: aritméticos, verbales, como los problemas; quebrados como proporciones, graficos o figuras.

2° Sistematizacion de los pasos a seguir en los g ercicios de esta unidad:

1° El grupo total de la clase se debe dividir en pequefios grupos de 6 a 8 alumnos, alos que se les
indicara que resuelvan uno de los gjercicios de las secciones del libro tituladas: “ Es el momento de
practicar lo aprendido”

2° Cada alumno intenta resolver el ejercicio por Si mismo.

3° Una vez lo hayan resuelto, se les indica que intenten hacer un introspeccion sobre la actividad
mental que han realizado, y que escriban en un papel los pasos secuenciados que han dado para
resolver el gercicio.

4° Después cada uno de los alumnos dentro de su grupo dard el listado de pasos que cree que ha dado

pararesolverlo. Esimportante que los alumnos puedan apreciar que existen diversos caminos o So-
luciones pararesolver €l gercicio. Todos son buenos si se resuelve bien 1o que pide el gercicio.
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5° Posteriormente el grupo intentara sistematizar en una secuencia l0gicay sucesivalos pasos que se
pueden dar pararesolver el gercicio.

6° Un alumno de cada grupo indicard al total de la clase la sistematizacion que han logrado construir
en cada grupo.

7° Luego todalaclase hara el intento para definir la clase de actividad mental que se hahecho para
resolver este gjercicio, y darle un nombre.

8° Finalmente, se intentar& buscar aplicaciones posibles de esta metodologiay conclusiones a otras
situaciones de lavida.

3° Pasospararesolver problemas matematicos ver bales

Pararesolver problemas matematico-ver bales se recomienda dar |os siguientes pasos:

®

Se inicia el ejercicio leyendo el texto del problema, y fijindose en las palabras claves: paquetes que
tengan e mismo nimero de monedas,

b. Relacionar € problema con lainformacion de los sub-temas que se tienen de la unidad I, que en
este caso, €l gercicio dela pag. 34 corresponde adivisibilidad (MCD y MCM).

c. Tomar la decision adecuada sobre una de las opciones propuestas (MCD y MCM), expresando
razones afavor de la decision tomada.

d. Identificar los elementos matemadticos pertinentes.

e. Resolver € problema matematicamente de acuerdo ala decision tomada.

f.- Una vez resuelto el problema, se invita a los alumnos a reflexionar haciendo una introspeccion de
la actividad mental que han realizado, y a escribir en un papel los pasos secuenciados que se han
dado pararesolver €l gercicio.

0.- Después, cada uno de los alumnos del grupo presentard el listado de pasos que cree que ha dado
para resolverlo. Es importante que los alumnos puedan apreciar que existen diversos caminos o

soluciones pararesolver el gercicio y que todos son buenos si se resuelve bien.

h.- Luego, el grupo intentara sistematizar en una secuencia logica 0 temporal |0s pasos que se pueden
dar para hacer €l gercicio.

i.- Un alumno de cada grupo presentard al total de la clase la sistematizacion que han logrado cons-
truir en cada grupo.
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j-- Luego toda la clase hard un intento para definir la clase de actividad mental que se ha hecho para
resolver este gercicio, y le daran un nombre.

k.- Finalmente, se intentard buscar posibles aplicaciones de la metodologia y conclusiones a otras
situaciones de lavida

Todos | os pasos referenciados anteriormente se encaminan a obtener una percepcion claray cons-
ciente de si mismo. Se esta, pues, en el vértice mas ato de lainteligencia humana. El trabajo reali-
zado en esta unidad pone en funcionamiento todas las areas cerebrales.
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- S —
II.1 Los Numeros. _lll o 8 | I | T IREEE
¢ Cudntos dedos tienes en las dos manos? ] [ | f I I ] I | | -

‘III]ilII B E=I G
Il I-I |

[T LT

(Cuadntas teclas tiene el teclado?

(Cudntos peldafios tiene la escalera?

Como puedes apreciar, €l nimero es unaidea, que siempre va asociada a un objeto o el emento.

Estas ideas se representan por figuras o graficos que se llaman numerales. Diez dedos de las manos se
representa por 10 en el sistema ardbigo, pero en e sistema romano se representa por X.

II.2 Conjunto de los Numeros Reales.

L os conjuntos numericos son:

FRACCIONARIOS

NATURALES
ENTEROS
NEGATIVOS RACIONALES
REALES

IRRACIONALES
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II.2.1 Numeros enteros.

El conjunto de los nimeros naturales nace con € ser humano,

por tanto, es producto de la naturaleza. Pero este conjunto se 0EN
define mejor por sus propiedades que indican:
gque &l 0 es el primero de los nimeros naturales y no tiene prec- six €N <+ 1N

edente; paratodo niUmero natural siempre habra otro que es si-
guiente a este; el conjuntos de los nimeros naturales es infinito.

L as operaciones mateméti cas son:

DIRECTAS INDIRECTAS
SUMA RESTA
MULTIPLICACION DIVISION
RADICACION
POTENCIACION
LOGARITMACION

La primera operacion matemética es la suma, y por tanto, es una operacion natural, porque siempre
gue los sumandos son naturales el resultado, [lamado suma o total, es un nimero natural. Esto pasa
también con la multiplicacién y con la potenciacion.

Los componentes de la suma son: sumando + sumando = suma o total.

La operativa del hombre hace que surjan los diferentes
conjuntos numéricos. Por g emplo, con los nimeros na-
turales se pueden redlizar todas las operaciones, pero no
siempre se obtiene un nUmero natural. Al restar el nu-
mero natural 12 de otro nimero natural, 5, no se obtiene
un nuimero natural, por tanto, la resta permite ampliar
este conjunto numérico, y asi nace el conjunto de los nu-
meros negativos:

5-12 = -7

minuendo — sustraendo = resta

Con los nimeros negativos nacen |as cantidades que estédn formadas por cantidadeds positivas o can-
tidades negativas:

Las cantidades positivas indican pertenencias, todo lo que ati te pertenece es una cantidad o cosa
positiva, ahora bien, todo o que tienes, pero que no te pertenece, es una cantidad o cosa negativa.
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Launion entre el conjunto de los nimeros naturalesy el
. . . . NATURALES
conjunto de los nimeros negativos forma el conjunto de
los numeros enteros. ENTEROS
: . . NEGATIVOS
El conjunto de los nimeros enteros se grafica asi:
<€ t >
7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
‘ .
- Negativos Naturales +

Para operar con los nimeros enteros hay que tener en cuenta que |0s signos que separan un nimero de
otro son los signos: positivo (+) o negativo (-).

Conjuntos de nimeros:

Numeros naturales N=4{1,2,3,4, ...}

Numeros enteros no negativos Z+ = {0, 1,2, 3,4, ...}
Numeros enteros no positivos Z- = {0, -1, -2, -3, -4, ...}
Numeros enteros Z={...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

La sumadelosn primeros nimeros naturales impares equivale an a cuadrado:

1+3+5+7+9 +11 ...+ (2n-1)=n? Del mismo modo:

Lasumadelos n primeros nimeros naturales esigual a

142+3+5+6+7+...+n=n2(n+1)

CURSO DE NIVELACION
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Un chofer alquila una guagua a razéon de RD$3,500.00 diarios; gasta RD$800.00 de gasoil,
y un dia monta 560 pasgjeros a razon de RD$15.00 cada uno. Paga RD$850.00 al ayudante.
(Cudnto se gand ese dia?

2. Un niflo tiene 10 pesos en monedas de 25 centavos ;Cudntas monedas tiene?

3. Si por cada ddlar pagas 34 pesos. ;Cudntos ddlares te cuesta una nevera de 15,800 pesos?
4. Indicalarelacion que existe entre los nUmeros: 6712, 671.2, 67.12, 67120, 671200.

5. Encuentrael valor de un sombrero que se vendi6 en $150.00 perdiendo $40.00.

6. Enun estadio dos personas, A y B, aplauden. A da palmadas cada 4 segundosy B las da cada5
segundos ;Cudntos segundos pasan para que coincidan las palmadas de Ay B?

7. Emiliaquiere comprar bombillos de bajo consumo y dispone de RD$550.00, si cada bombillo
cuesta $48.00 ;Puede gastar todo el dinero en bombillos sin tener sobrantes?

8. Guillermo y Weedys estdn en el sétano de un edificio y suben 7 pisos ;{En que piso se encuen-
tran ahora?

9. Cudntos afios durd Pitdgoras si nacié en el 279 a. C. y muri6 en el 500 a. C.?

10. En & Metro de Santo Domingo puedes hacer el recorrido completo por $30.00, si antes gas-
tabas 6 pasajes de $20.00 cada uno, para hacer € recorrido completo. ¢Cuanto te ahorras por
pasaje?

11. Completalos cuadritos siguientes...

3+46-9+(-7)-(-8)+3(-5-12=
-12+3x5-8,2+24x5,6+45=
(-5-3)(-4+8)-6(9-3)2-5(6+2)3=
3[9-5]+5{23-9}2-8[4-9]+4(7 +2)=
[4x5x6]3-[8x7x40]5+([7+12-3]4=
5x2x3)2+13x8x5x2,4-8x7x3,12=
15x3,5+25x12,6-6x9x7,12=
3{4(5-5)+5(6-2)-7(8-3) +3(23 - 18)2} =
8+ |- 9=16

- 14+ 32 =

O

O S N R 2R

p—
L
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1. 9x| |+ 8 =53

12. 15+ | =75

13. 18-32+21 =  |-6

14. [ ]-12+43-29 = [+ 14

15. 12+ |- (9=15

16. Encuentralasumade los 15 primeros nlUmeros impares.

17. Encuentrala sumade los primeros 200 nimeros.

18. Silasuma S =n/2(n +1), sin =899 ;Cudl es el valor de S.

19. Si paracualquier nimero natural n se cumple que:
1+2+3+4+5+6+7+...n)% =13+ 23+33 +43+5°% +.. .+n® encuentra € cuadrado de
la suma de los 5 primeros nimeros natural es.

20. Aplicando laférmulaanterior buscala sumade los cuadrados delos 10 primeros nimeros
natural es.

José le dice a Manuel, nos ganamos $10.00,
dividelo de forma que te toque un peso mas
que a mi ;Cudnto le tocé a cada uno?

José + Manuel = $10.00, pero Manuel tiene
lo que le toca a Jos€ mds un peso, entonces
J+M=10

J+J+1=10.00, entonces

José tiene 5% y Manuel tiene 412

II.2.1.1 Teoria de los numeros.
Divisibilidad.
El nimero natural a es divisible entre el niUmero natural b si existe un natural & tal quea = kb.

Informal mente diremos que un nimero divide aotro si €l primero entre el segundo daun resto cero.

Asi, por gjemplo, 3 dividea12. Decimos que 3 es factor o divisor de 12 y que 12 es um multiplo de
3.

NUmero Primo

Un nimero natural mayor que 1, que solo tieneal 1y ael mismo como divisor, sellamaprimo. S el
numero natural no es primo se le llama compuesto.

Losdivisoresde12son 1, 2, 3,4, 6y 12; por tanto no es primo.
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Losdivisoresde 17 son 1y 17 por tanto 17 es primo.
Todo nimero natural se puesde expresar como el producto de sus factores primos, de manera unica.
Ejemplo:

1. Losfactoresprimosde 12 son2x 2 x 3=22x 3y lafactorizacion prima de 504 es
2x2x2x3x3x70sea 22x 3Fx7,lo que significa que 504 =23x 32X 7

M aximo Comun Divisor o Maximo Factor Comun (M CD)

El Maximo Comun Divisor de un conjunto de nimeros naturales es el nimero natural méas grande que
es factor de todos |os nimeros del conjunto.

Para determinar el Maximo Comun Divisor de un conjunto de nimeros debes:

1. Escribir lafactorizacion prima de cada nimero, luego seleccionar los factores comunes a todas
las factorizaciones, y entonces elegir solamente cada factor primo con su exponente mas peque-
fio. Luego e producto de estos factores comunes es el MCD.

Ejemplo:

El MCD de (360, 2700) es 180, porque  360=2x2Xx2x3x3Xx5 =22x3Fx5

y2700=2x2x3x3x3x5x5 =22x 3 x 5%, entonces se
eligen los factores comunes 2, 3y 5 con sus menores exponentes, o sea: 22 x 32 x 5=180.

Minimo Comun M ultiplo (MCM)

El Minimo Comun Multiplo (MCM) de un grupo de nimeros naturales es el nimero natural mas pe-
guerio que es multiplo de todos los nimeros del grupo.

Losmultiplosde 2 son: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ... y losmUltiplos de 6 son: 6, 12, 18, 24, 30,... entonces|os
multiplos comunes son: 6, 12, ...., como & menor multiplo comun es 6, entonces e minimo comuan
multiplode 2y 6 es6.

Si deseas determinar el minimo comun multiplo de varios nimeros, tienes que tener encuenta:

1. Escribir los factores primos de cada nimero, luego seleccionar |os factores primos comunes y

no comunes de dichos factores con su mayor exponente, entonces se forma el producto de estos
factoresy éste es el Minimo Comun Multiplo.
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Ejemplo:

El MCM de (35, 280, 300) es 37,800, porque: 135=3x3x3x5 =3*x5
280=2x2x2x5x7=2x5x7
300=2x2x3x5x5=22x3x5°

Ahora se eligen todos | os factores, pero los que

SON ComMuNes se consideran con su mayor exponente, asi: 23 x 33 x 5% x 7 = 37,800.

Es el momento de practicar [o aprendido

1. Determina la factorizacion prima de cada numero.
a-210 b. 182 c. 2,310 d. 1,155
e. 1,500 f. 2,000 g.13 h. 240
i. 300 j- 360 k.663 1. 885

2. Halla todos los factores o divisores de los siguientes numeros.

a 93 b. 35 c.91 d. 52
e. 100 f. 441 g. 726 h. 1,690
i. 36 j-48 k. 220 1. 284

3. Determina el maximo comun divisor de cada conjunto de niumero.
a 70y120 b. 180y 300 c. 480y 1800 d. 252,308y 504

e. 60y84 f. 310y 460 g. 12,18y 30 h. 450, 1500y 432
i. 210y 560 j. 180,210y 630.
4. Halla el minimo comun multiplo de cada grupo de numeros.
a 24y 30 b. 12y 32 C. 56y 96 d. 28y 70
e 24y32 f. 30,40y 70 0.24,36y48 h.48,54y 60

i. 16,120y 216 j. 210,300y 720

@

Ariel y Junior trabajan como guardias de seguridad de un banco; Ariel tiene descanso
cada seisnoches y Junior descansa cada diez. Si los dos descansaron el primero de Mayo
¢ Cual sera la proxima noche en que ambos descansos coincidiran?

S

Rosmery tiene 240 monedas de un peso y 288 monedas de a 5 pesos. Quiere formar paque-
tes que obtengan el mismo numero de monedas de una misma denominacion.;Cudl es el
numero mds grande de monedas que puede colocar en cada paquete?
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7. Miguel vendio algunas mascotas a 24 pesos cada una y obtuvo dinero para ir a un centro de
Internet que cuesta 50 pesos la hora, si gasto todo su dinero. ;Cudl es el numero minimo de
mascotas que pudo haber vendido?

8. Un carpintero tiene tablas de diferentes tamarios. Algunas son de 60 pulgadas de largo y otras

son de 72. El quiere cortarlas para obtener piezas de igual tamaiio. Cudl es la longitud mayor
de las piezas que puede cortar sin desperdiciar ningun pedazo?

II1.2.2 Numeros Racionales.

Cuando divides un entero entre otro entero puedes 12+4=3
obtener un entero. Por gemplo. 12 entre 4 esigual a 3, 42+7=-6 A 35+-5=-7
- 42 entre 7 = -6, 35 entre -5 esigual a-7, -39 entre -3 39+ -3=+13

es igual a + 13, pero no siempre es asi.

Ejemplo:
Grisel desearepartir $3.00 entre 4 empleados

3.00 + 4 = 0.75 centavos. Este es un nimero fraccionario, que puede
expresarse asi: %, este nimero tiene un significado y un nombre (que-
brado, porque esta partido por unaraya), y selee 3 de 4, lo queindica
gue & 3 esla cantidad que numeray 4 es la cantidad que denomina,
por esto el 3 esel numerador y el 4 es el denominador.

Cuando los 75 centavos se expresan asi: 0.75 recibe el nombre de deci-
mal.

Significa que los nimeros fraccionarios estdn formados por quebrados y decimales.

Los ndmeros fraccionarios se clasifican en:

PROPIOS

QUEBRADOS
IMPROPIOS

FRACCIONARIOS

EXACTOS

DECIMALES PUROS
PERIODICOS

MIXTOS
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Launion de los nimeros enteros con los Numeros frac-
cionarios, formael conjunto de los NUmeros racionales.

ENTEROS
_ RACIONALES
Si deseas expresar latres cuartas partes de un peso como FRACCIONARIOS
decimal, divides 3 entre 4, asi:
3 entre 4 no cabe, escribo 0., y agrego 0, entonces 30
entred4 esigua a7, 7 por 4 30 menos28 =2, agrego Oy 3 [4
digo 20 entre4 =5, 5 por 4 veinte, 20-20=0 32 0.75
20

Del mismo modo 0.75 = %4, si deseas expresar 0.75 como = s
guebrado, solo tienes que colocar e 75 como numerador 0 significa que % = 0.75
y como denominador la unidad seguida de tantos ceros

como cifras tenga el numerador, asi:

0.75= 75/100
75/100 = 15/20 = %4

Entonces, como el numerador terminaen 5y el denominador termina en cero, ambos pueden dividir-
seentre 5, entonces 75 entre 5= 15y 100 entre 5 = 20, luego 15 entre 5 esigual a3y 20 entre 5 igual
4, esdecir 0.75 = %a.

Para convertir decimales en quebrados debes saber que los nimeros gue terminan en cero y nimero
par pueden dividirse entre dos, y los nimeros que al sumar sus cifras dan como resultado un nimero
gue puede dividirse por 3, entonces ese nimero se puede dividir por tres.

Proporcionalidad.
(Qué significa comparar?

Si comparas los tamarios de los escritorios que indica
la figura, significa que tiene que buscar una razon de
proporcionalidad entre ellos.

Del mismo modo, si deseas comparar lalongitud a con la
longitud b, que son medidas de una misma especie, y la
tomas con una misma unidad, entonces tienes que hallar
el cociente [a/b] de estas dos medidas, esto significa que
has encontrado su razon.
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Razon de dos segmentos es el cociente de sus medidas tomadas con una misma unidad.
Sia=5myb=2mentonces a/lb="5/2, peros a=5m = 5m = 25

a
y b = 2cms, entonces, es preciso que las medidas tengan b 2m
la misma unidad de medida.

Uno de los conceptos mateméaticos usados con mas frecuencia en lavida diaria, es €l de razon. Por
giemplo: e promedio de bateo de un pelotero, €l interés de un préstamo bancario, la relacién entre
hembras y varones de un aula, etc.

Unarazon es €l cociente de dos cantidades, la razon entre la cantidad a y la cantidad b, se escribe de
la siguiente manera: alb o] a:b

Si seusalarazon para comparar unidades de medida, las unidades deben ser las mismas..
Ejemplos:
Si un bateador dio 75 hits en 300 turnos a bate, larazon de su promedio es de 75 entre 300.

Una semanatiene 7 dias y un mes tiene 30 dias, entonces larazon semana a mes, es 7/30 o lo que es
lomismo 7: 30, queselee“7 esa30".

En unarazon a/b, el numerador es el antecedente y el denominador b, es el consecuente.
Larazon b/a, esinversaalarazon a/b.
Una proporcion es un enunciado que afirma que dos razones son iguales.

Dos magnitudes cual esquiera son proporcionales, cuando larazén de dos cantidades de unade ellas es
igual alarazon de las cantidades correspondientes de la otra.

Por ejemplo, 2/3=12/18 oloque eslomismo 2:3::12: 18, que significa que la razon 2/3 es igual
alarazon 12/18.

Enlaproporcion a/b =c/d,oa: b=c:d, lostérminos delaproporcion son: a, b, cy d, dondeay
d estan en losextremosy, by c estanen e medio.

Si setiene las magnitudes: a, b, cy d se dice que son proporcionales, entonces: a/lb =c/d quetambién
seexpresaasi: ab: cdyas:a:b=c:d.

CONJUNTOSNUMERICOS 65 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA

MESCyT

Principio fundamental de las Proporciones:

“En toda proporcion el producto de los medios es igual al producto de los extremos”

Estoes, a/b =c/d, s ysolos ad=bc.

Propiedades de proporcionalidad.

a/b=c/d=k=ad=Dbc,

1.  Enunaproporcién de cantidades homogéneas, la suma o diferencia de los antecedenteses ala
suma o diferencia de |os consecuentes, como cada antecedente es a su consecuente.

Si a/b = ¢/d, entonces;

a+tc _ a-c
b+d b-d

a _c¢
b d

2. En toda proporcién de cantidades homogéneas, la suma o diferencia de dos términos de la pri-
merarazon, es al antecedente o consecuente, como la suma o diferencia de |os dos términos de
la segunda razon es a su antecedente o consecuente.

Si a/b = ¢/d, entonces;

Ejemplos:

azb _ c=*d
a c
aztb _ c+d
b d

1. Si lasumade los segmentosay b es 24 y su razon es 2/3, determinalos segmentos:

Solucion:

Como a/b=2/3y a+ b =24, entonces:

a+b

= 2+ 3 sustituyendo por su igual, se tiene:

a

2

24/a=6/2,dedonde a=24(2)+6=48+6=28, parahdlar b, setiene:

b=24-a=18-8=10

2. Determinalos segmentos cuyadiferenciaes 5, y su razén es 4/5.

Solucion:

Comoa/b=4/3ya-b=5, entonces:
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ahora puedes determinar €l segmento, como a—b = 5 entonces:
a=5+b=3+15=18

Es el momento de practicar [o aprendido

1. Escribe cada razon en términos simplificados:

a- 25a40 b.- 16 a48 c.- 18Kma72Km
d.- 300 personas a 250 personas e.- Pulgadaapie f.- Dolar apeso

g.- Peso aeuro h.- Diaahora. i.- Mesaano

j.- Onzaalibra

2. Determina la razon de cada uno de los segmentos siguientes:

a. S a=15cmsy b= 3cms, entonces alb =

b. S c=12.6dmsy d = 3.2cms, entonces c/d =

c. mn= y n/m= ,SSm =5msy n= 2/3cms.
d. Sip=1.7cmsy q=3.4cms, entonces q/p = yp+q=
e. 1/s= ,Sir=6.25kms y s =1.25ms.

Cuarta, Terceray Media Proporcional

Sacas la cuarta figura.
Lacuarta proporcional delos segmentosa, b, y c esun
segmento X, que cumple con lacondicion: a: b:: c: X.

'

_J?'

Como €l producto de los medios esigual a producto de

los extremos, entonces: &'

| x=tea N
Si conoces los segmentos a y b, y formas la proporcion: a: b : : b : x, entonces x es una tercera
proporcional, de donde:

Con las magnitudesay b puedesformar laproporcion a : x:: X : b, entoncesx aparece en el medio
deay b, por tanto tienes una media proporcional, de donde,
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Ejemplos:
1. Calculalacuartaproporcional de: 6,5y 12.
Solucion:
Como a:b=c:x, dedonde x =hc/a, sustituyendoa, by cporsuigual, 8,3y 12,
obtienes:
x=5(12)+6=60+6=10
2. Silossegmentosa =3,y b =12, determinas su tercera proporcional.

Solucion:

Comoa:b:b:x,entonces x = b?a, sustituyendo ay b por suigual obtienes:
x=(12)?2+3=144+3=48

3. Calculam, sabiendo que m es la media proporcional de los segmentos. n = 49cmsy
p = 25cms.

Solucion:

Si a:x=x:b,dedonde x =vab, entonces:
Xx=m=vnp =v49 cms x 25 cms =v1225cms? = 35 cms

4. Encuentra el valor de A en cada caso:

1.- 3/A=15/25 2-8:5=12:A

Soluciones:

1.- Como €l producto de los medios esigual a producto de los extremos, setiene:

3x25=Ax 15dedonde 75 = 15A por lo queA = 75/15

A=5
2.- Del mismomodo 8xA =5x 12 por lo que 8A =60 por |o tanto
A =60/8
A=152=75
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Siun punto p divide el segmento AB de 48 cms., en la razon 2/3, determina APy BP.
2. Determina los segmentos MPy PN, si MN = 80 cms, y p lo divide en la razon 4 : 5.
3. Siun segmento AB = 14 cms, es 3/2 de CD, determina la razon AB : CD.

4. Completa el cuadro con la cuarta, tercerade ay b, y media proporcionalde ay c.:
a b Cc Cuarta x Terceraayb Mediaay c
4cms 5cms 6cms
5cms 8cms 1.25cms
25m 15m 5cms
X+2 x+1 X+3
25cms 5cms x-1

5. El cociente indicado de dos cantidades forma una

S

La igualdad de dos razones forma una

7. Enla proporcion a : b=c : x, x es una
a Sa:b::b: x,entoncesx esuna
b. Peros a:x=x:Db,estoindicaquex esuna
8. Completa el siguiente cuadro, sabiendo que: a:b::c:d.

a b c d a/b c/d a+b a-b c+d c-d
2cms | 3cms 12cms
32cms| 1.4cms| 0.2m
5dms 6 cms 9dms
3cms | 4cms 14cms
2.1cms | 3.2cms 2.65cms
3/8 24dms
2/3 4cms
4/5 1 km
3/4 10.5m
1.2m 5m 12m

9. Determina el valor de la variable:

1. 3:4=x:8 6. 3x:8=x-4:2 11. 3 :5=9:x-2
2.5:x=7:56 7. x:3=4:x-1 12, 3 :5x+2=x:32
3. 2/3:9::4:x 8. 2:x=5:x+3 13. 3x?:5::105:7
4. x:5=4/5:2 9. k/4 =175/20 14. 49/56=2z/8
5.a/6 =4/18 10. d.- x/80 =25/100 15. 4/12 =m/21
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10. Si seis galones de gasolina Premium cuestan 720 pesos. ;Cudnto costard llenar un tanque
de quince galones?

11. La distancia entre dos ciudades es 3300 millas. Si en un mapa estas distancias se represen-
tan con once pulgadas. ;Qué tan lejos quedarian en el mapa dos ciudades, cuya distancia

real es de 7700 millas?

12. Determina: (x-y)/x, six/5=1/8 " y/7=3/2x
a. Si lasumade las magnitudesay b es 18 y su razén es 5/6, determinar: a, b, cy d:
b. Si ladiferenciade dos magnitudes es 3, y surazén esigua a4/3, halar: a, b, cy d.

II.2.2.1 Operaciones con los numeros racionales.

Sumay resta de quebrados:

Si deseas sumar ¥ con % obtienes 6/4, Si quieres restar 7/8 de 9/8 obtienes 2/8, pero si quiere sumar
3/8 con 4/5, necesitas hallar un comun denominador, que se obtiene al multiplicar los denominadores,
S:
El denominador comin es 8 x 5 = 40. Entonces divides 40 entre
8 esigual a5y se multiplica por el numerador del 8 que es 3:
3/8 +4/5 = 47/40 3x5=15 y formael quebrado 15/40, luego haces|o mismo con
el otro 15/40 + 32/40 = 47/40 quebrado, 40 entre 5=38,y 8 por
4 =32,y formael quebrado 32/40; ahora sumalos dos numera-
dores y obtienes: 15 + 32 =47,. Por tanto: 3/8 + 4/5 = 47/40.

Si ahora deseas restar 2/3 de 7/8, debes hallar el denominador
comun, que se encuentra multiplicando los denominadores 3 x 8 1/8 -2/3 =5/24
= 24; entonces 24 entre 8 = 3y 3 por 7 = 21, del mismo modo, 21/24 - 16/24 = 5/24
24 entre 3es8 y 8 por 2 = 16, luego 21 menos 16 = 5, por

tanto }

Sumay resta de decimales:

Si deseas sumar 75 centavos con 45 centavos, obtienes:

o
significa que colocaste los nimeros de forma que los 0.75+0.45=1.20
puntos quedaran alineados y luego sumaste y bajaste el +0.45
punto. \_ 1.20 )
4 )
Ahoraresta3.15 de 4.58 y obtienes: se colocan los nime- 4.58-3.15= 143
ros de forma que queden punto debajo de punto, luego se -3.15
restan y se bajael punto en lamisma direccion, asi: \_ 143 )
CONJUNTOS NUMERICOS 70 CURSO DE NIVELACION



MATEMATICA

MESCyT

Multiplicacion y division de quebrados

Paramultiplicar 5 por 3/4 obtienes 15/4, pero si multipli-
cas 7/8 por 1/2 obtienes 7/16 porque multiplicas nume-
rador por numerador y denominador por denominador,
del mismo modo:

Multiplicacion y division de decimales.

Si un obrero hace un dia por $15.25, ¢Cuanto se gana en
8 dias? Se multiplica 5.25 por 8 de forma tal que puedas
considerar el punto al final de la multiplicacidn, asi: 8 por 5
=40; escribo el 0y llevo 4, 8 por 2 = 16 méas 4 = 20; escribo
el 0y llevo dos, 8 por 5 =40, + 2 son 42; escribo 2 y llevo 4
y 8x1=8mas4=12. Entoncesahora tengo 12200; como
las cifras de la derecha del punto son dos, entonces el pro-
ducto tiene dos cifras a la derecha del punto, lo que significa
que el obrero se gana $122.00 en 8 dias.

O sea: 5(4378) = 21890, 3(4378) = 13134 y 8(4378) =
35024, y como los factores tienen 4 cifras después del
punto, entonces el producto tendra el punto a4 cifras de
la derecha, es decir:

43.78 x 8.35 = 151.5630, lo que significa que el pintor
se gano $151.56 por pintar la pared.
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4 )
5x3/4 =15/4

718 x 12 =17/16

3/8 x 5/8 x 1/4 x 1/2 = 15/512

S )
4 )
5+3/4= 5x4/3=20/3 Pero s ahoraquieresdividir 5 entre 3/4, lo que tienes
gue hacer esmultiplicar 5 por €l inverso de 3/4 que es
3/4 + 5=3/4 x1/5 = 3/20 4/3y obtienes: 5x 4/3=20/3, pero s tienesque divi-
dir 3/4 entre 5, multiplicas 3/4 por 1/5y obtienes 3/20.
S )

15.25
X 8
122.00

Un pintor cobra 8.35 por metro cuadra-
do de pintura y tiene que pintar una pa
red que mide 45.78 metros cuadrados,
(Cudnto se gana al terminar su trabajo?

Multiplicas 43.78 por 8.35 como si estos
numeros no tuvieran puntos, y luego su-
mas las cifras que estén a la derecha del
punto y ese mismo numero de cifras debe
aparecer aladerecha del producto.

4 43.78 por8.35
X 8.35
21890
13134
35024
\_ 3655630 D
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Del mismo modo, si quieres dividir 0.75 entre 5 (" 075 /S )
divides cero entre 5, que esigual acero, punto, / 0.15
luego 7 entre 5 esigual auno, unopor 5=5y %

serestade 7 y obtienes 2, bagjas el 5y entonces 5

tienes25 entre5 esigual a5, 5 por 5igual 25, que 00

lo restas de 25, asi: \_ )

Lo que significa que 75 centavos entre 5 personas toca a 15 centavos para cada una.

C N\ Delamismamanera, si quieresdividir 1585.8615 entre 3.45 tie-
1585.8615 /3.45 nes que convertir el divisor en entero, multiplicandolo por 100y
lo mismo tienes que hacer con el dividendo, que eslo mismo que
1585.8615 x 100/3.45x 100 | correr e punto del divisor dos lugares hacia la derecha y esos
_122286'15 % mismos lugares se corren en €l dividendo, asi:

5058 : 1585 entre 345 esigual a4,y 4 por 345 = 1380, que lo resta del
-1725 dividendo, luego bajas el 8 y divides 2058 entre 345 =5y 5 por
3336 345 = 1725, que lo restas del dividendo, quedando 333, ahora
-3105 bajasel 6y divides 3336 + 345=9, y 9x 345 = 3105, quelores
2311 tas del dividendo, y te quedan 231. Antes de bajar € 1, tienes
2070 que colocar el punto en el divisor, es entonces cuando bajas €
gﬂg 1y divides 2311 + 345 = 6 y 6 x 345 = 2070, que lo restas del
— o dividendo, quedando 241; bajasel 5y divides2415+ 345=7y

\_ ) 7x345=2415, quelo restas del dividendo y queda 0.

Potenciacion de quebradosy decimales:

La potencia de un quebrado es la potencia del numera-
dor y la potenciadel denominador. (3/5)* = 3/5% = 27/125

Elevas el numerador 3 a cubo, que esigual a3x 3x 3=27y e denominador 5al cuboes5x5x5
=125

Si divides 3 entre 5 €l cociente es 0.6, si ahora elevas 0.6 alatercera potencia obtienes la potencia de
un numero decimal, que es el producto del decimal tantas veces como indica el exponente.
(0.6)* = (0.6)(0.6)(0.6) = 0.216

Radicacion de quebradosy decimales

Laraiz de un quebrado eslaraiz del numerador y laraiz del denominador.
V64/100 = vV64/V100 = 8/10 = 4/5
Como laraiz cuadrada de 64 es 8 y laraiz cuadrada de 100 es 10, entonces: — 4
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S divides 64 entre 100 €l cociente es 0.64, s ahora ex-
traes laraiz cuadrada de 0.64, obtieneslaraiz de un de-
cimal, que es buscar un nimero que elevado al cuadrado
sea 0.64

\

V0.64 = 0.8 porque (0.8)?> = 0.64
porq

Si quieres hallar laraiz cuadrada de 5, necesitas buscar un nimero que eleva
do al cuadrado te de 5, como no existe un nimero racional que elevado al cua
drado de 5 entonces V5 es un nimero irracional, esta es la caracteristica que
tienen lo snimeros irracionales por eso siempre conservan el signo radical W),
estos niimeros son irracionales: V2 =1.4142... =no racional, lo mismo pasa
con V7= irracional, sus raices son ndmeros decimales con cifras decimales
gue no se repiden, por esto puedes decir:

/5 = no racional

Los numeros que se representan por medio de un decimal que no se repite y no termina forman el
conjunto de los nUmeros irracionales

Launion entre el conjunto de los nimeros racionales RACIONALES
y los nimeros irracionales, forman el conjunto de los RRACIONALES REALES
numeros reales
Propiedades dela sumay la multiplicacion de nimerosreales.
Paralos nUmerosreales a, by ¢, se cumplen las siguientes propiedades.
Propiedades Suma Multiplicacion
Clausura (a+b)ER (ab) ER
Conmutativa atb=b+a ab =ba
Asociativa (a+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(bc)
Identidad o Neutro Existe el numero real 0, tal que | Existe el nimero real 1, tal que
a+0=a la=a
Inversos o Simétricos Para cada numero real a, existe | Para cada numero real a#0, existe 1/a;
—a; tal que tal que
a+(-a)=0 a(l/a) =1
Distributiva de la multipli- | a(b +c) =ab + ac
cacion con respecto a la
suma
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Completa el cuadrito

89+ |- 2=-1

- 4+ 34 = [ ]
V4 x[ ]+ 58 =1

5+ = 75
075+ 1= 2
| |= o8

12+ | ]-( )=15
2. Resuelve:
. 4423-43+4x5)+6-8x5+4=
2. 19x5-3x4+2+13x6+3=
3. 24x5+6-9x4+12+28x7+14=
4. 36-6x8+12+42x7+6-56x3+8=
5.81x5+9+65x8+13-9x7+3-12x5+4=
6. N0+-%+68-%-65+1%
7. 24x6+8-36x8+9+12x8x5+20=
8. 8x7+4-18x5+6-84x5+7=
9. 5°x3 - 4°x5+7x32-4>x3F+8°x5=
10. 7v32 +3V81-6V144 - 5V169 + 8225 =

1. 44+2.3-4.5+5 -3x4+8.9=
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12. 2/3+ 4/5 -1 + 5/8=

13. 9-2/5=

14. 7/8 - 2/5=

15. 4/5+7/9-3/4+5/7 =

16. 8/9 — 2/5 -1/3+4/5=

17. 8(3/4-2/5)+5[7/8 -3/7] =

18. 2/3+4/5x3/8—-1/2 —[-4/5-2/3] =

19. 2/3(5-1/5)3/4 — 2/5(3/7 +2/3)5/4 =

20. (7/9 +2/5)(2/3 — 5/8)3/4 — 8/9[5/6 —3/4]9 =
21. 52/3+83/4 -91/5+62/3 —71/4+43/5=
22. 4/5(7/8 — 6/7)+ (4/3 +8/7)4/9 =

23. 3/4[- 4/5],[- 3/5+3/10] =

24. [4x5/4 — 1/5]—-[4x 11/10 +V 4/25 ] =

25. [2 —{2 - 1/5} - {1 =7/10}] [2+2/3]+[1/4 — 2] [3/2 -1]=
26. 4(1/5+3/5x1/10+1/25 - 1/10) =

2 (/4 -1), %) +1/2
27. 3/5 -1/2

[(3/4 — 1/3)2/3]3 + 2 [3/4 + 1/2]
28. [1 —1/6]5 —[1/2 =2/5]2

29.  [(1/2+5/6 — 1/3)(3/4 —1/5)] 2

/(35 - 1/6  x 3(10-3.5)
30. V34 — 1+1/8 (3/2)2+2/3
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3. Expresa:
15 como décimas 24 como centésimas
8 como milésimas 0.6 como decenas
0.35 como centenas 0.225 como millares
4. Resuelve:

a. Miguel tiene 1,200 pesos en papeletas de 20 pesos ;Cudntas papeletas tiene?

b. Si quieresx comprar un televisor que te cuesta RD$32,500.00 y quieres pagarlo en délares.
(Cuantos ddlares n ecesita si cada dolar te cuesta 37.45 pesos ?

c. Rosay Luz trabgjando 10 horas diarias, si la hora le sale a RD$34.50. ¢Cuéanto se ganan
cuando trabajan 12 horas?

d. S unacalculadoralacompraste en RD$350.00 y a mes la vende perdiendo RD$87.00. En
cuanto lavendiste.

e. Un motoconchita recorre 128 kildmetros en 6 horas. En la primera hora recorre 7/8 del total,
en la segunda hora 3/4 del total. ;Cudntos kildmetros recorre en la tercera hora?

f. Grisel compra perfumes arazon de 3/2, si gasta RD$15,250.00 en perfumesy compro 200
perfumes, si lo vende al mismo precio ;Cudl es su ganancia?

g. Geny quiere comprar zapatillasy dispone de RD$5.650.00, si cada zapatilla cuesta $35.50
(Cudntas zapatillas compro y cudnto le qued6?

h. Freddy y Boris estdn en un sétano de un edificio de 15 pisos y suben 9 pisos ; En que piso se
encuentran ahora?

i. Diofanto nacié en @ afio 275 después de Cristo, s murid a los 84 afios. ¢En que afio mu-
rié?

5.  Selecciona la respuesta correcta.

1. El ndmero que nace con la naturaleza esel
a. natural b. negativo C. entero

CONJUNTOSNUMERICOS 76 CURSO DE NIVELACION



MATEMATICA

MESCyT

2. Lasoperaciones naturales son:
a sumay resta b. sumay multiplicacion

3. Lasoperaciones directas son:

C. sumay division

a. sumay multiplicacién b. multilicacion y potenciacion c. ambas

4. Lasoperacionesindirectas o inversas son:
a resta, division b. radicacién y logaritmacion

5. El nimero que no ateralasumaesé:
a cero b. uno

6. El nimero que no aterael producto es:
a cero b. uno

7. El nimero que a multiplicarlo por otro lo desaparece es €l:
a cero b. uno

8. El producto de nimero con el mismo signo tiene signo:
a positivo b. negativo

9. El producto de nimero con signos opuestos tiene signo:
a positivo b. negativo

10. Losnameros enteros estan formados por:
a. naturales b. negativos

11. Los numeros fraccionarios estan formados por:
a. quebrados b. decimales

12. Lasumade 54 con lasumade 65 més 78 tiene un total de:
a 197 b. 132

13. De 123 restar 48, ladiferenciaes:
a 85 b. 75

14. Ladiferenciaa restar 69 de 34 es:
a. 35 b.-35

15. Ladiferenciaa restar 124 de la sumade 98 con 25 es:
a1l b. 2
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c. ambas

c. dos

c. dos

c. dos

C. no tiene signo

C. no tiene signo

c.aunb

C. mixtos

c. 119

. ninguna

c.-1
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16. Ladiferenciaque se obtiene si de la suma de 45 con 87 restas |la suma de 93 con 68, es:
a 29 b. -29 c.aab

17. Si restas la suma de 457 con 832 de la suma de 231 con 765, obtienes;
a -293 b. 293 c.-239

18. Si multiplicas 245 por 76 y lo restas de la sumade 2,398 con 15,123, obtienes:
a 9,901 b. -1,099 c. 1,099

19. Al sumar el cociente de 3675 entre 15 con €l producto de 872 por 92, obtienes:
a. 80,469 b. 46,980 c. -80469

20. Si del producto de 345 por 129 restas la potenciade 14 a cubo, obtienes:
a. 44,505 b. 41,761 C. 2,744
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Unidad 111

Sistemas de medida

| ntroduccion

Se ha dicho en el marco tedrico, que |os objetivos generales de |0s cursos universitarios de nivelacion
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matemdtica.

Con € objeto de alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado a la matematica

asi como un conjunto de ejercicios, que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales que
en cada unidad, en que se hadividido este curso de nivelacion, presenta.

Objetivos especificos de esta unidad:

En esta tercera unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “ Sistemas de medi-
das’ se buscadesarrollar uno de | as procesos mental es mas necesarios para sobrevivir con éxito en este
mundo tan tecnol 6gico y cambiante.

Nos estamos refiriendo a la flexibilidad mental, €s decir:

alacapacidad mental para::
- comprender y profundizar,
- alterar las condiciones de un contenido cualquiera,
- mirarlo desde diversos puntos de vista,
- y partiendo de ellos crear nuevas soluciones que sean mds efectivos.-

En fin, lo que se ha estado llamando en el POMA:
Agilidad mental, Rapidez intuitiva, Creatividad. ...

Proceso definido operacionalmente por las capacidades de: sefialar datos importantes en un problema
o situacion, visusalizar rdpidamente las relaciones entre los datos, detectar la insuficiencia de datos,
prever la secuencia de un procedimiento, las consecuencias de una decision, etc..

Sistematizacion de g ercicios propuestos para desarrollar este proceso:
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Para estimular €l desarrollo de esta funcién mental se proponen gercicios de tres niveles de calculo
mental:

Estos g ercicios se trabajan solamente con el grupo total delaclase, indicando alos alumnos que reali-
cen mentalmente un conjunto de operaciones matematicas de forma seguida y apuntando el resultado
final en un papel. Estos ejercicios son presentados en forma de dictado.

Nivel 1°: Calculo mental ssmple con niumeros enteros

1° se hace esta clase con dictado, con nimeros enteros y operaciones matematicas sencillas como
este:

7 mas 5 menos 4, multiplicalo por 2, afiadele 20 y réstale 10, esigual a:
T+5-4x2+20-10=

2° acabado el mismo se pide a cada alumno que escriba el resultado obtenido

3° seinvitaaagunos alumnos a que digan el resultado obtenido

4° cuando se haya llegado al resultado verdadero,

5° se invita a los alumnos que han dado resultados falsos, a que reflexionan sobre si mismos y sus
respuestas para que sefialen lo qué les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, el profesor intentara resumir
las principales causas de fracaso en estatarea... y motivarlos a controlarlas...

Nivel 2°: calculo mental compleo con diver sas clases de niumeros

1° se hace este através de dictado, con nimeros enteros, quebrados.y varias operaciones matemati-
cas mas complejas, como esta:

25m, un 1/5, multiplicalo por 6, aflade 6, laraiz cuadrada: €l resultado es ...

2° acabado el mismo se pide a cada alumno escribir e resultado obtenido

3° seinvitaaagunos alumnos a que digan e resultado obtenido

4° cuando se hayallegado a resultado verdadero

5° invita a los alumnos que han dado resultados falsos, a que reflexionan sobre si mismos y su respues-
ta para que sefidlen lo que les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, el profesor intentara resumir las princi-
pal es causas de fracaso en estatareay motivarlos a controlarlas.
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Nivel 3: calculo mental con unidades de medida.

1° sehace este gjercicio dictando los datos, que incluiran ahora unidades de medidas. En este caso €l
alumno puede hacer estas operaciones por escrito. El dictado seria..

A 70 decametros, afiadele 35 metros y réstale 75 decimetros,

2° escribe el resultado en: a. metros, b. centimetros, ¢. kildmetros

3° seinvitaaalgunos alumnos a que digan los tres resultados obtenidos

4° cuando se hayallegado a acuerdo del resultado verdadero

5° seinvita a los alumnos que hayan obtenido resultados falsos, a que reflexionen sobre si mismos y
sus respuestas para que sefialen [o que les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, €l profesor resumira las principales
causas de fracaso en estatareay los motivara a controlarlas.

III. 1 Sistemas de Medida

\i

(Qué es medir?

(Cudntos centimetros tienes de cintura?

(Qué ancho tiene el monitor?

(Qué es unidad de medida?

Si, por g emplo, vamos a comprar telaa un almaceén, po-
driamos decir al vendedor que nos venda 10 cuartas de
géneroy é comenzaraamedir sus cuartas sobrelatelay
obviamente no coincidira con la medida de nuestra cuar-
ta
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Esto hace necesario crear unamedida universal que sirva de parametro comun paratodas las personas
y no tener problemas como el caso del vendedor de telas.

1 - e SRR R T B

— Desde hace miles de afios €l hombre sinti6 la ne-
cesidad de conocer lamagnitud delascosasy para
determinarlas comenz6 a desarrollar sistemas de
medidas que en un principio fueron antropome-
tricos, es decir, que se basaban en las medidas
del cuerpo humano (de ahi denominaciones tales
como, pulgadas o pie).por g emplo, |os romanos
median las distancias en pasos, codos faradnicos,
palmos, digitos, estadios, pies olimpicos etc...

III.1.1 Medir.

Cuando dices el ato del escritorio estres veces mi mano,
lo que has hecho es considerar la mano como una unidad
de medida y por eso puede determinar €l alto del escri-
torio.

Comparar cierta magnitud con otra magnitud que se ha
escogido como unidad de medida (patron de medida),
significa medir.

d El sistema universa es € Sistema Internacional de

4 ..F‘ f Unidades, nombre dado por la Il Conferencia General

ﬁfp‘r de Pesos y Medidas a antiguo Sistema Métrico Deci-

y . mal que usa el metro como unidad basey que fue creado

w‘ durante la Revolucion Francesa y establecido mediante
e acuerdos internacionales. El objeto de este acuerdo fue

P o ity fijar relaciones mutuas y 16gicas entre todas las medicio-
& - - nes efectuadas por laciencia, laindustriay el comercio.

Cerca del 80% de los paises del mundo usan €l Sistema
Internacional de medidas.
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II1.1.2 Sistemas de Medida.

[11.1.2.1 Sistema MK S (Metro, Kilogramo, Segundo)

Este sistema recibe su nombre porque sus unidades fundamenta-
les son: el metro, el kilogramo y el segundo.

El metro es la unidad de longitud, el kilogramo es la unidad de
masa y € segundo es la unidad de tiempo.

El Metro.

Como medir es comparar una magnitud con otra, se
tomo lalongitud del meridiano terrestre y se dividié en-
tre 10,000 y esta medida se nombré como metro patron.
Este patron se conserva en la Oficina Internacional de
Pesasy Medidas, en Francia.

El Kilogramo.

En principio se tomé una masa de un decimetro cubico
de agua destilada a4 ° C y se obtuvo el kilogramo patron,
esta unidad de medida también se conserva en la Oficina

Internacional de Pesasy Medidas.

El tiempo.

Se considerd la 360 ava parte del giro que da la Tierra
alrededor del Soal, y esto se consideré como un dia so-
lar, este dia solar se dividi6 entre 24 partes y cada parte
formaunahorasolar. La hora solar se dividié en 60
partes y cada parte formé un minuto solar. El minuto
solar se dividio en 60 partes, formando cada parte un
segundo solar. Este segundo esla unidad de medida que
se tomo6 como patron de medida para el tiempo. De otra
forma. un dia solar medio lo divido en 86,400 partes, y
cada parte es un segundo.
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Debes saber que los dias tienen diferente duracion segun las épocas del afio y ladistanciade laTierra
al Sol. Esto significa que un dia solar medio es el promedio de duracién de cada nimero de dias del
ano.

Todos | os sistemas de medidas han optado por utilizar el segundo como la unidad de tiempo.

111.1.2.2 El Sistema C.G.S. (Centimetro, Gramo, Segundo).

Este sistema nace del MKS, porque sus unidades de medidas son derivadas de las unidades de ese
sistema, asi tomas un metro y lo divides en 100 partes, cada una es un centimetro; el kilogramo lo
divides en mil partesy cada parte es un gramo y el segundo es el tiempo que se utiliza en todos los
sistemas.

Estos se utilizan segun | os casos que se presenten,
por g emplo, un laboratorio de medicamentostra-
baja mejor con e sistema cgs, porque el tamafio
de los componentes necesarios para obtener las
formulas de los medicamentos, es conveniente
expresarlos en: centimetros y gramos. Mientras
gue en unaconstruccion se trabajamejor con me-
tros y kilogramos.

Laboratorista pesando gramos de medicamentos

[11.1.3 Otros Sistemas de M edida

Existen otros sistemas de medidas que se usan en los territorios de hablainglesa, como Inglaterra y
Estados Unidos, que generalmente usan el Sistema Inglés, o Sistema Imperial de Unidades.

11.1.3.1 Unidadesde longitud.

El sistemainglés utiliza unidades de longitud, tales como: Pulgada, pie, yarda, milla, leguay Furlong,
donde: una Pulgada, que se abrevia (in), equivale a 2.54 centimetros; un Pie (ft) equivale a 12 pulga-
das, o 1o que eslo mismo 30.48 centimetros; una Yarda (yd) esigual a 3 pies equivalente a 91.44 cen-
timetros; una Milla (mi) esigual a 1,760 yardas, equivalente a 1,609.34 metros; una Legua equivale
a6094.38 yardas, que esigual a5572.7 metros, un Furlong (fur) esigual a 220 Yardas, equivalente a
660 Pies = 201.168 metros.
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Los agrimensores usan las medidas de cadena,
conocidas como cadena de Gunther que son: €l
Link (1i)) = 7,92 in=0,001 fur =201,168 mmy el
Chain (ch) =100 li = 66 ft = 20,117 metros.

Mientras que para medir profundidades del mar,
se utilizan los fathoms (braza), donde una Braza
=6 Pie= 72 pulgada=1.8288 m; el nudo equiva-
le aunamillanautica por hora, y lamillanautica
= 1,852 metros. Cadena de Gunther

I11.1.3.2 Unidades de superficie

La unidad de superficie del sistema inglés es la pulgada cuadrada (sq in),cuyo valor equivale a (sq in)
= 645.16 mm?; entonces, un pie cuadrado (sq ft) = 144.03 sqin=929.03 cm?. Un acre = 43,561.56 pie

cuadrado (sq ft) = 4,046.85 m?2 y por ultimo, la milla cuadrada (sq mi) = 640 acres = 2.59 km?.

111.1.3.3 Unidades de capacidad y volumen.

Las unidades de capacidad y volumen que usa el sistema inglés son: pulgada cubica, pie cubico y
yarda cubico. Ademas existe un grupo de unidades paramedir volimenes de liquidosy otro paramedir
materiales secos, asi: una Pulgada cubica (in® o cu in) = 16.387065 cm?, un Pie cubico (ft® o cu ft) =
1728 pulgadas cubicas = 28.317 Litros (1), una Yarda cubica (yd® o cu yd) = 27 pies cubicos = 7.641
hectolitros (hl). Un pie cubico = 0.0283 metros cubicos, 1 metro cubico = 1.31 yarda cubica, 1 onza
liquida = 28. 413 miililitros, 1 pinta= 0.5683 litros, y 1 galon = 4.5461 litros.

Resumen de unidades ¥y sus eqauivalencias

Para medir Longitudes o distancias se usa el metro ( m) donde: un kilémetro = 1,000 metros, un hec-
tometro = 100 metros, un decametro = 10 metros; del mismo modo, un decimetro = 0.1 metro, un
centimetro = 0.01 metro, un milimetro = 0.001 metro; mientras que una milla = 1.609 metros, una
yarda =0.9144 metros = 91.40 centimetros.

Asi un pie = 30.50 centimetros, un pie =0.3048 Metros; una pulgada = 2.54 centimetros = 25.4001
Milimetros; mientras que un nudo equivale a 1.8532 Kilometros por hora, una Milla= 1.6093 Kilome-
tros, un Metro = 1.0936 Yardas = 3.2808 Pies, una Hectarea = 2.4710 Acres, un Centimetro = 0.3937
Pulgadas, y un acre = 0.404 Hectdreas

Del mismo modo, para medir Masa la unidad es el kilogramo ( kg), donde un kg= 1000 gramos, una
Libra = 16 onzas = 0.4536 Kilos, una Onza= 28.3495 Gramos, un kilo = 2.205 libras = 2.6792 Libras
troy.
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Para medir el Tiempo se utiliza el segundo (seg.), donde una hora (h)son 60 minutos (min.) = 3600
segundos, un minuto (min.) = 60 (seg.) y un diaequivale a 24 horas (h).

Para medir liquidos y fluidos se usa el galon, donde un Galén (USA)= 3.7854 Litros, un Galén (G.B.)=
4.5459 Litros; una Pinta(pt) = 550.610 mililitro (mL), un Cuarto (USA)(qt) = 2 pintas= 1.101 L; un
Galén (USA)(gal) = 4 cuartos = 4.404 L, una Onza liquida (fl oz) = 0.05 pintas = 28.41 mililitro (mL),
uma Pinta(pt) = 568,2 MI, un Cuarto (G.B.) (qt) = 2 pintas = 1.136 L, mientras que un Galon(G.B.)
(gal) =4 cuartos = 4.546 L.

Tabla de unidades:

Unidad/Sistema | C.G.S M.K.S Técnico otros 1 otros 2
Masa g Kg slug Lb
Longitud cm M m pulg Pie
Tiempo S S s S s
Velocidad cm/s m/s m/s pulg/s pie/s
Aceleracion cm/s? m/s? m/s? pulg/s? pie/s?
Fuerza dina N Kgf Lbf
Presién dina/cM? Pa = N/m? Kgf/m? Lbf/pulg? atm o Ibf/pie?
Trabajo ergio (J) Joule B.T.U cal
Potencia ergio/s Watt (J/s) H.P C.Vv calls
Momento dina.cm N.m Kgf.m Lbf.pulg Lbf
[11.1.3.4 Para medir volumenes
El procedimiento a seguir paramedir e volumen de un objeto
depende del estado en que se encuentre, que puede ser : estado
gaseoso, estado solido o estado liquido.
INTHI
| |
l ] I [ |

EPee .
] En el caso de nubes gaseosas el volumen

varia considerablemente segin tempera-
tura.
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St

Para medir el volumen de un liquido se
emplean diversos recipientes graduados,
dependiendo de la exactitud con laque se
desee conocer dicho volumen.
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Algunos sdlidos tienen formas sencillas y su volumen puede cal cularse en base a las geométricas.

Por gjemplo, €l volumen de un solido puede calcularse aplicando conocimiento que proviene de la
geometria.

El volumen de un cuerpo es un nimero positivo que indica la cantidad de espacio que este ocupa.
Este nimero se acomparia por una unidad de medida pertinente que permite dimensionar el volumen
medido.

El volumen de un cuerpo regular es un nimero que se
obtiene comparando el volumen del cuerpo con la uni-
dad.

Consideraremos ala unidad como un cubo de arista uno,
entonces, lamedida del volumen de un cuerpo seraigual
al numero de cubos unitarios que contenga.

Por ejemplo, considerando el cubo unidad que se indica en la figura, el cuerpo adjunto estd formado
por 25 cubos unidad. Podemos afirmar entonces que el cuerpo del ejemplo tiene 25 unidades de volu-
men.

L as unidades de volumen son estandari zaciones que permiten dimensio-
nar el nimero que indica el volumen. Como unidad base se considera a
un cubo cuya arista mide un centimetro o un metro, etc. Por definicién
su volumen tendra valor uno, acompafiado de launidad de su aristaele-
vada a tres. Por ejemplo, en la figura, si el volumen del cubo mide un
centimetro cubico y se abreviapor 1 cm?.

lcm

Volumen del cubo unidad =1 cm?®

Estas son |as unidades de medida de volumen mas utilizadas:

mm? Milimetro Clbico Dm? Decimetro Cubico

cm? Centimetro Cubico Hm?® Hectémetro Cubico
dm? Decimetro Cubico Km? Kilémetro Cubico
m? Metro Cubico
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I11.1.4 Unidades de Temperatura

Las temperaturas se miden en grados y se clasifican en: Celsius, Fahrenheit y Kelvin y otras como la
Rankine y la Reamur que son utilizadas en termodindmicas.

L as escal as de temperaturas que se usan en el mundo son: la escala Fahrenheit, usada en EEUU, y la
escala Celsius, que forma parte del Sistema Métrico, y esla utilizada en casi todos |os demas paises.

Si tienes que convertir de grado Celsius a grado Fahren-

heit solo tienes que multiplica los grados Celsius por 9 °Ca  Multiplica por 9, divide entre 5,
dividir el producto entre 5y al cociente sumarle 32. °F después suma 32

Y reciprocamente para convertir de grados Fahrenheit ‘Fa  Resta 32, después multiplica
agrado Celsius, se le restan 32 a los grados Fahrenhit, e por 5, después divide entre 9
la diferencia se multiplica por 5y € producto se divide

entre 9.

Como puedes observar solo cambia el nUmero para medir la misma temperatura, asi:
Si congelas agua, la escala Celsius marca 0°, pero la Fahrenheit marca 32°, mientras que si hierves

agua, la escala Celsius marca 100°, pero la Fahrenheit marca 212°, observa que la diferencia entre
congelar y hervir agua es 100° Celsius, pero 180° Fahrenheit, observa el grafico:

_32 Fahrenheit 212_

180

0 Celsius 100

100

Y
\i
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A, L e

373,46 T A 6H 100 21d°F a71,874R 88 RE Punto de ebullicion
del agua
T3 18 T3 18K R 33018°F a1, 508" Bl 0. 004" RE Punto triple
del agua
FIERT T8, 16K e FIF A BT R o R L
Punto de fusion
del hielo

Cero absoluto

Es el momento de practicar [0 aprendido
1. Conteste:

1. Se desea saber cuantos metros mide una pista de aterrizaje de 4.5 kildmetros.
2. ¢Cud esel peso enlibras de unacajaque pesa 18 kilogramos?

3. Alberto usa5 litros de agua parallenar un galon. ¢Cuantos galones iguales podrallenar
con 30 litros de agua?

4. Un casillero de refrescos contiene 12 botellas de 3/4 litros. En total hay ___litros
5. ¢Cuantos gramos hay en un kilogramo?

6. Karinaesta haciendo mermelada de cereza. Usa 800 g de azlcar por cada Kg. de cereza.
Tiene 5 Kg. de cerezas. ¢Cuantos Kg. de azlicar necesita para hacer la mermelada?

7. Encuentralarespuestaen gramosde: 1.2 Kg. +75g + 129 =?

8. Laura toma50 Mg de vitamina C diario. ¢Cuantos gramos de vitamina C toma durante un
periodo de 25 dias?

9. Losvalores nutritivos de un polvo de bebida de cocoa son puestos en unalista sobre |a etiqueta.
En 100 g hay: 6 g de proteina, 79 g de carbohidratos, y 10 g de grasa. Enid ha usado dos latas
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del polvo en los tltimos meses, esto es, 1.5 kg. ; Cudntos gramos de carbohidratos ha tenido del

polvo de cocoa durante ese tiempo?

10. Unacgjade vitamina C contiene 120 pastillas. Cada pastilla tiene 200 mg de vitamina C.
¢Cuantos gramos de vitamina C hay en la caja llena?

11. ;Cudntas pastillas de 200 mg hay en un kilogramo de vitamina C?

12. Calcula la superficie de un rectdngulo cuya base es 2/3 de la altura y su altura mide 12 cm.

13. Se han comprado 6 botellas de vinagre de 11/2 litro cada una, en $125.40 ¢;Cuanto cuesta el

litro de vinagre?

14. Andreadesea enviar dos bolsos que pesan 18,5 Kg. y 12.5 kg. Si se cobra por el transporte

$6.80 el Kg. ;Cudnto debe pagar?
1I. Selecciona la respuesta correcta
1. ¢Cuantos litros hay en 5000 ml?
a) 501 b) 51
2. (Cudntos decilitros hay en 50 litros?
a) 500 dI b) 50 dI

3. (Cuantos hectolitros son 785 decilitros?

a) 0.0785 hl b) 78.5hl

c) 5001 d) 5,05 |
c) 5.00dl d) 5000 d
) 7.85hl d) 0.785 h

4. Marcael simbolo correcto: 5.9 hectolitros 589 litros

a > by <>
5. Expresaen litros: 3hl+ 6dal + 71+ 8 cl =

a) 367,08 | b) 367,81

0 < d) =

c) 3678 | d) 3060,8 |

6. Un camiodn cisterna lleva gasoil: 10 kl, 8 hl, 7 dal, 9 1, entonces lleva:

a) 100879 | b) 18791

c) 108791 d) 108070,91

7. Unajarratiene de capacidad 1 litro 8 decilitros. Los vasos de 200 cl., que se pueden servir son:

a) 9 vasos b) 54 vasos
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8. Unvaso lleva 150 centilitros. ;Cudntas botellas de 3/4 litros se pueden llenar con 15 vasos?

a) 5 botellas b) 3 botellas c) 15 botellas d) 30 botellas
9. Anitausa5 dl de aguaparallenar unacafetera. ¢Cuantas cafeteras iguales podrallenar con
3 litros de agua?
a) 6 b) 12 c) 18 d) 24
10. Un casillero de cervezas contiene 12 botellas de 3/4 litros. En total hay litros
a) 7.5litros b) 18 litros C) 6 litros d) 9 litros
II1. Selecciona la respuesta correcta:
1. ¢Cuantos gramos hay en un kilogramo?
a) 100g b) 1000 g c)10g d) 10000 g
2. (Cudntos hectogramos son 658 gramos?
a) 6.58 hg b) 65.8 hg c) 6580 hg d) 65.8 dag
3. (Cudntos decagramos (dag) son 10.7 decigramos (dg)?
a) 0.0107 dag b) 1.07 dag c) 17dag d) 0.107dag
4. Encuentra la respuesta en gramos: 1.2 kg +75 g+ 12 dg =?
a) 1276.2g b) 127629 ) 1275.2g d) 1287 g

IV, Coloca en la columna de la derecha el numero que corresponda al concepto de la izquier-

da.

1. Sistemas antropométricos
2. Magnitud

3. Medidas Arbitrarias

4. Medidas convencionales

5. Los romanos

6. Medida

7. Unidad

SISTEMASDE MEDIDA

Se trata de una cantidad especificada con precision que
Se toma como medida

es comparar la magnitud de una cosa mediante otra
magnitud escogida como unidad.

son medidas que dependian del arbitrio o de lavolun

tad de una persona o de un pueblo y por lamismara
z6n no eran comprendidos ni aceptados por |os demas.

es decir, frutos de un convenio o pacto entre personas,

entidades o paises

median |as distancias en pasos, idea que se conserva

aln en el juego de nifios

esdecir, se basaban en las medidas del cuerpo huma

no (de ahi denominaciones tales como pulgada o pie).

se trata de una cantidad especificada con precision que
Se toma como medida
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V. Coloca en las columnas de la derecha el niumero que corresponda al concepto de la izquier
da:

1. Pulgada min Eslamagnitud que cuantifica la cantidad de materia de
un cuerpo

2. Estadio S Eslaunidad basicademasa del Sistema Internacional
de unidades (S)

3. Longitud kg Es una unidad de longitud antropométrica que equivale

a la longitud de un pulgar, y mds especificamente a su
primerafalange.

4. Metro m Es equivalente a 25,4 milimetros

5. Masa ma Eslamagnitud fisica que mide la duracion o separacion
de acontecimientos sujetos a cambio, delos sistemas
sujetos a observacion, esto es, el periodo que transcurre

6. Kilogramo I entre el estado del sistema cuando éste aparentabaun
estado X y el instante en e que X registra una variacion
perceptible para un observador (o aparato de medida).

7. Tiempo Stadium Es la magnitud que permite ordenar los sucesos en

8. Minuto Pulge secuencias, estableciendo un pasado, un presente y un
futuro, y da lugar a principio de causalidad, uno de
los axiomas de método cientifico.

9. Hora es una unidad de tiempo que equivale a la sexagésima
parte de unahora. También comprende 60 segundos.
10. Termometro Esla unidad principal de longitud del Sistema Interna

cional de Unidades.

Esladistancia que recorre laluz en el vacio durante un
intervalo de 1/299.792.458 de segundo Inicialmente
esta unidad de longitud fue creada por laAcademiade
Ciencias Francesa en 1791 y definida como la diezmi-
[lonésima parte de la distanciaque separael polo dela
linea del Ecuador terrestre.

se trata de una antigua medida de longitud, equivaente
a 600 pies griegos 0 625 romanos, probablemente deri-
vadade la dimension del lugar en el que se realizaban
las carreras.

Es la distancia que se encuentra entre 2 puntos que es
sinénimo de “ distancia’.
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EL ALGEBRA Y SUS OPERACIONES

Objetivos especificos para esta unidad.

En esta cuarta unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva €l titulo “Algebray sus ope-
raciones’ se busca desarrollar un amplio conjunto de procesos mentales, tales como el aprendizaje
de una serie de reglas, que permiten gercer las siguientes funciones mentales: razonar, discriminar
elementos, analizar el procedimiento y los pasos a seguir en cada situacion concreta y sobre todo, a
automatizar estos procedimientos.

En sintesis, en esta unidad, primero se define que es el dlgebra, para pasar luego pasar a aprender, me-
diante el método inductivo (de lo concreto o particular alo abstracto o general) las reglas basicas de
algebra para cada una de las operaciones con expresiones algebraicas, g ercitar las mismas en diversas
situaciones hasta al canzar cierta automatizacion en su gjecucion, pero, sobre todo, estimular el sentido
de discriminacidn e identificacion de la situacién a la cual se refiere el ejercicio. Se podria decir que la
mayoria de los gjercicios pueden ser solucionados por un programa de ordenador, al que se le han in-
troducido las reglas basicas y varios criterios de discriminacion de las situaciones, dgjando ala mente
humana, la decision de apretar unatecla que permita seleccionar, en cadaejercicio. unadelas propues-
tas de solucion que el programa ofreceria a la situacion concreta a la que se refiere el ejercicio.

De ahi que, en esta unidad, 1o importante es entrenar alos alumnos en:

- ¢l aprendizaje aplicado de las reglas basicas,

- lapercepcion global de los pasos a dar, hasta llegar a alcanzar la estructurade los  diversos
procedimientos aplicables en cada situacion; es decir, apoyar € desarrollo de las funciones
mentales: andlisisy sintesis de los pasos a dar.

- lacapacidad de discriminar répidamente las condiciones mas importantes que permiten dife-
renciar situaciones.

Ejercicios propuestos paradesarrollar la capacidad dediscriminacion
de las situaciones del ejercicio. Asi como afianzar los automatismos de
los procesos mentales a utilizar.
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LaUnidad V esmuy ricaen gercicios explicados paso a paso y en enunciados de gjercicios adesarro-
[lar. De ahi, que no se proponen nuevos gercicios, sino que se indican algunos que permiten aprender
a descomponer |os procedimientos en |os diversos pasos a dar.

M etodologia a utilizar en |os g ercicios propuestos par a esta unidad:

1° Poner atrabajar alosalumnos en grupos, siguiendo estos pasos:

cada alumno lee el texto completo del gercicio seleccionado por el profesor,
explicaverbamente la categoria del gjercicio, asi como las condicionesdel  mismo
enumeralos pasos que hadado €l autor del libro

discute si todos pasos son necesarios, estudiando |a posibilidad de aumentarlos o quitar alguno de
ellos.

o0 oo

2° Finalizadas estas actividades

- seinvitaalos alumnos a que formulen una generalizacion de este procedimiento y que le den un
nombre a este proceso

3° Finalmente el profesor...

- reforzara el esfuerzo realizado por los alumnos, intentard dar €l nombre que suele darse a este

proceso, si 1o conoce,
- Pero, en todo caso, ponderara la importancia que tiene para el enriquecimiento intelectual e de-
sarrollo de este proceso mental.
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UNIDAD IV

ALGEBRA Y SUS OPERACIONES

IV.1 Introduccién al Algebra.

Unacatedracuestael triple delo que cuesta unamasco-
tamas $2.00. Si hace cuatro afios con ese precio se com-
praban dos mascotas y tres cuadernos, ¢Cuanto cuesta
una mascota y cudnto cuesta un cuaderno?

Tratade resolver este problemacon los conocimientos aritméticos que tienes ¢Podras hallar una so-
lucion satisfactoria? ;Cudles elementos te faltan para solucionar el problema? Investiga y determina

los precios deseados.
Aqui hay que ampliar laaritméticay es entonces cuando aparece €l dgebra.
(Qué utilidad tiene el dlgebra? ;Por qué no seguir con la aritmética?

| Existen problemas [como €l anterior) que no se pueden
resolver con los principios estudiados en la aritmética, y
requieren de otros conocimientos. En situaciones como
esta fue que & arabe Mohamed ben Musa, [lamado Al-
guaritzmi, [de donde proviene la palabra algebra] uso
por primeravez |los nimerosy las letras parala solucion
de problemas que no permitian Unicamente el razona-
miento numerico.

Mientras la aritmética utiliza cantidades constantes, o sea, |os elementos del conjunto de los nimeros
reales, el agebrautilizaletras del alfabeto para representar esos mismos elementos.

Estarama de la mateméatica proporcionalos conceptos escal onados, de manera que quien laestudiava
adquiriendo un dominio en los simbolos, féormulas y problemas de manera gradual.

Las expresiones simbdlicas que representan numeros reales al combinarse con las operaciones ma-

teméticas [suma, diferencia, producto y cociente] forman las expresiones algebraicas y es lo que te
proporcionara el entendimiento del dgebra.
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¢COmo comprender esta asignatura?

Tu mochila esta llena de expresiones algebraicas, 4 mascotas, tres cua
dernos, dos lapices, una goma de borrar, juego de cartabones, dos
boligrafos, etc. Si las mascotas |as representas por m, los cuadernos por
c, los lapices por |, las gomas por g, |os juegos de cartabones por j, los
boligrafos por b, entonces tienes: 4m + 3¢ + 21 + g + j + 2b; teniendo
asi unaexpresion algebraica.

Del mismo modo -3& + 5ab - 9b? es una expresion algebraica, donde cada uno de sus componentes
es un término algebraico. Asi puedes decir, debo alatienda 3 libros, y puedes decir tengo —3 libros,
gue las puedes representar por -3a2.

¢Qué has hecho? Pues, asociar un término practico [4 camisas]
con un término algebraico [-3a?], del mismo modo asocia 5ab
con 5 l4pices, y -9b?, con ladeuda de 9 gomas de borrar.

Las letras que utilizas en las expresiones algebraicas son varia-
bles, la expresion 5ab tiene dos variables y una constante. El
término algebraico 5ab estéa formado por 5 por a por b, donde 5
eslaconstante y ab son variables o parte literal del término.

L os términos algebrai cos siempre estaran separados por los signos + [positivo] A — [negativo], asi 7 -
5a + 4b - ¢ esunaexpresion algebraicaformada por 4 términos.

¢Cudles partes tiene un término algebraico?
El término -5a3tiene el signo —, € coeficiente 5y laparteliteral a, la constante 3 que estdencimade
la parte literal es su exponente.

Si tienes Xy + Xy + Xy + Xy + Xy, ¢Cudntasxy tienes? Obtienes 5Xy.

Ese 5 que obtienes a sumar todas las xy es el coeficiente.

IV.2 Expresiones algebraicas. Polinomios.

Las expresiones algebraicas las puedes asociar a Situa-

ciones de tu medio. Del mismo modo que puedes sim-
plificar: 4 sillas + 3 mecedoras — 5 butacas -8 mecedoras
+ 7 butacas -2 sillasy obtienes:

4 dllas - 2 sillas + 3 mecedoras - 8 mecedoras - 5
butacas +7 butacas y agrupando los semejantes puedes
obtener: 2 sillas - 5 mecedoras + 2 butacas, asi puedes

reducir:
4s+ 3m-5b-8m+ 7Tb-2s=2s - 5m+ 2b
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Las expresiones 4s, ~ -2s son términos semejantes, al

igual que 3m~-8my -5b ~ 7b. CONCEPTO:

Los términos semejantes tienen las mis-
mas letras, afectadas de los mismos ex-
ponentes.

También: 3x2y*, -9x2y*, 7x2y* son términos semejantes,
mientras que -3x%?, 7x2y* no son términos semejantes.

L os términos también pueden ser:

Enteros: si no tienen denominador literal, como -3/4 nmPn®,

Fraccionarios si tienen una variable en € denominador, asi: -7 nYn®;  4a’h*
x* -5¢
la unién de estos conjuntos de términos formael conjunto de lostérminos Racionales,

ENTEROS U | FRACCIONARIOS =| RACIONALES

mientras que los términos que conservan el signo v [radical] son los términos Irracionales.

RACIONALES | U |IRRACIONALES | = REALES
Los términos se relacionan entre si de acuerdo a su gra
-3mfn’ A 8men® do. S tienen e mismo grado absoluto, son Homogé-
en caso tienen grados neos, entonces son términos homogeéneo, y cuando no
4+7==5+6=11 tienen el mismo grado absoluto son Heterogeneos, por
giemplo.

** Cuando una expresion algebrai catiene mas de un teér-

mino formaun polinomio. 8x%y° A 5a’b*
** Un polinomio de dos términos, el polinomio esun  tienengrados 4 +5=9y3+4=7,
binomio. Ej: 5a- 2 entonces son términos heterogéneos.

** aexpresion algebraicaquetiene trestérminosforma
un trinomio. Ej: 4x% - 12xy + 9y?

IV.2.1 Orden y grado de un polinomio.

Si tienes el polinomio 3 + 5a - 7a2 + 4a° - 2a*, podréas observar
gue estd compuesto por una letra o variable, entonces puedes
nombrarlo por p(a) =3+ 5a - 7a? + 4a° - 2a* y notaras que
tiene cinco términos, que el término de mayor grado es de cuar-
togradoy que sus exponentes van ascendiendo, luego puedes
decir que p (a) es un polinomio de cuarto grado y esta ordenado
en forma creciente.
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Entonces puedes decir que & polinomio q(x) = 3x® - 2x* + 5x% + 6X2 - 9x - 4 es de quinto grado y esta
ordenado en forma descendente por tanto g(x) es un polinomio decreciente de quinto grado.

Puedes tener un polinomio con dos variables p(x,y) que
esté ordenado en forma decreciente con relacion auna
variabley creciente con relacion alaotra, asi :

- - P(XY) = X8 - 6x%y + 15x%? - 20532 + 15%2y* - Bxy° + VP, en-
- tonces puedes decir que p(x,y) esde sexto grado porgque
. el término de mayor grado es el sexto y esta ordenado en
las dos formas: decreciente con relacion a x , creciente
conrelacion ay.

El grado de un polinomio lo determina el término de mayor grado, mientras que €l grado de un térmi-
no lo determinas sumando los exponentes de dicho término. Asi puedes decir que el término -8a*b®c
es de décimo grado yaque 4 +5 + 1 = 10.

IV.2.2 Simplificacion de polinomios.

Si tienes 4 guineos, 5 naranjasy dos pifias en una ces-
ta, y en otra tienes 5 pifias, 13 guineos y 9 naranjas,
(Cudntas frutas tienes de cada una?

Tienes que agrupar las frutas semejantes: 4 guineos con
13 guineos hacen 17 guineos, 5 naranjas con 9 naranjas
hacen 14 naranjas y 2 pifias con 5 pifias hacen 7 pifias.
De esta mismaforma puedes reducir |os polinomios a su
menor expresion, teniendo en cuentaque las letras repre-
sentan elementos del conjunto de los nimeros real es.

Si tienes que reducir € polinomio 9x - 5y + 3z + 12y - 4x - 7z, asu menor expresion, es necesario
gue agrupes los términos que son semejantes : 9x - 4x - 5y + 12y + 3z-7z = S5x + 7y - 4z

Si observas los ejemplos de las operaciones con polinomios, podras
construir sus reglas, empleando tus propias palabras.
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Ejemplos:

Reduce estos polinomios a su menor expresion:

1. 9a? - 12ab + 817 - 4a? + 17ab - 7b° Solucidn:
Tienes que agrupar los términos que
2_4A72 = B2 _ ‘ :
9a’-4a® = Sa son semejantes, es decir, los que tienen
-1 22ab +2] 7ab = Sab las mismas letras afectadas de los mis-
8b?- 7b* = b? MOs exponentes, entonces:

9a? - 12ab + 8b? - 4a2 + 17ab - 7b? = 5a? + 5ab + b?

2. 213 mn - 3/4 mn® + 2/5 m*n + 5/8 mn3 Solucién:
2/3men+ 2/5men = [2/3 + 2/5]mén = 16/15 m®n Tienes que agrupar los términos que
-3/4 mn® + 5/8 mn® = [-3/4 + 5/8]mn® = - 1/8 mn® tienen las mismas letras afectadas de

los mismos exponentes, entonces:

2/3mn - 3/4 mn3+ 2/5m®n + 5/8 mn® = 16/15 m®n - 1/8 mn?3

3. 8m* - 7a?h® - 156m* + 5a%b® + 3x%y°- 2a%h® + 9m? - x5y° Solucioén:
8t - 15m* + 9t = 2mt Tienes que agrupar los términos que
7a2b® + 5a2b° - 2a2b? = -4a2b? tienen la misma parte literal afectadas
de los mismos exponentes, entonces:
X8y - XByP = 2x5yP :
8m? - 7a?b? - 15m* + 5a%b® + 3x%yP - 2a%h® + 9Im* - X°y° = 2m* - 4a%® + 2x°y°
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Es el momento de practicar [o arrendido:

1. Escribe tres expresiones de cosas y relacionalas con expresiones algebraicas

a b. C.
a b. C.

2. Escribe cinco términos y tres polinomios:

o

3. Construye tres polinomios crecientes y dos decrecientes. Coloca su grado en el cuadrito.

DO

4. Construye tres polinomios binomios y dos polinomios trinomios de segundo grado.

1. 2. 3!
1. 2.

5. Coloca en la raya el coeficiente de cada término:
1.2x 2.-89¢° 3.5/4a 4. nn® 5. 83ax__
6. Coloca en el cuadrito el exponente que corresponda a z.
1.3z 2.- 8az* 3.-728 4. 8mz*
7. Contesta correctamente:
1. Explicaladiferenciaentre 7ay a’
2. Escribe cinco términos cuyos coeficientes son los cinco primeros nimeros pares.

3. Escribe cinco términos cuyos exponentes son |os el ementos del conjunto:
P = {x/x es un nimero impar menor que 10}.
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4. Escribe un conjunto que tenga tres polinomios de cinco, seis'y ocho términos, ordenados
cada uno en forma ascendente.

5. Escribe un conjunto que tenga un polinomio de cinco, cuatro y trestérminos, ordenados cada
uno en forma descendente.

6. Escribe dos conjuntos, de formatal, que uno tenga un polinomio de cinco términosy el otro
de seis términos, cada polinomio debe tener dos letras, una en forma decreciente y la otra
en forma creciente.

8. Hallar dos interpretaciones para cada una de las siguientes expresiones algebraicas.

1. 2x 2. z+3

2. g/3 4, d+5

3. 2p+1 6. 3m-2

4. (u+1)/3 8. 2t+7

5. 9x +4x 10. 7x

6. x+15 12. 2b-3

7. 4x+1) 14. x/4-2

8. 22v+1) 16. z + 2z+)5)
9. n+(n+1) 18. y>—-4

10.s —x3 20. x + (100 - X)

9. Traducir las frases del espaiiol al lenguaje algebraico.

5 sumado a x

2x aumentado en 4

2 restado de 3x
Ladiferenciaentre2x y 5

La suma (x + 6), dividida entre 3
M sumado aN

N restado de 15

1 menos que Z

3x multiplicado por y

. Un medio de la suma, (X +y)

. Para cubrir una pared de un saldn se necesitaron 6 secciones de material de recubrimiento,

cada uno de x pies de ancho. Que tan larga es la pared?

. Un drbol tiene una altura que es un medio de la altura de otro. Si H es la altura del drbol mds

ato, representalaaltura del arbol mas pequefio.

13. El piso de lindleo de una cocina rectangular esta hecho de cuadros, cada uno de X cm de
lados. Si el piso tiene 8 cuadros por un lado y 12 por €l otro, cuales son las dimensiones
del piso?

14. Un granjero construye su gallinero de un ancho que es un cuarto del largo. Si X es el nu-

mero de metros del largo, expresa el ancho en términos de X.

©CooNOUN s WNE
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= O
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15. Juan tiene K libros y Maria tiene el doble mds uno que Juan. ;Qué expresion algebraica
representa el nimero de libros de Maria?

16. Manuel tiene X afios de edad. Tomés es un afio menor. ¢Qué expresion algebraica repre-
senta la edad de Tomds?

17. Lalongitud de una pista de un gran aeropuerto es e duplo de una pista pequefia. Dibuja
dos rectas que representen ambas pistas y expresalalongitud de cada unaen términos de la
misma variable.

18. Un cuaderno costé 28 pesos mas que un |apiz, X epresenta el costo de 5 lapices y dos cua-

dernos.
19. Una firma produjo H unidades de cierto articulo durante su primer afio. La produccién au-

menté en 5000 unidades durante cada uno de |os afos siguientes. Expresa el nimero de
unidades producidas durante el tercer afio.

20. Lasumade dos numeros es 57, y x representa el nimero menor. Encuentra una expresion
algebraica para el numero mayor.

10. Reduce estas expresiones algebraicas a su menor expresion.

1. 5x%y8 - Ax2yR + Tx2yR - 6x2y8 + X2y - 228 =
2. 4.5x%° + 6.8x%° - 13.7x28 + 33y =

3. 7/9a%?- 3/8a? - 4/9a? + 1/8 a’b® =
4. -3mfn - 7mfn - 4mfn - 12m*n - 5Smfn =

5. 12x%-5xy% - 7x% + 8xy® + 3x? - 14xy® =

11. Escribe los polinomios en la variable y grado indicado:

1L p(X)= 5to grado creciente.

2. g(m) = 4to grado decreciente

3. h(y= 6to grado creciente

4. p(x,y) = 5to grado decrecientey creciente
5 g(mn)= 7mo grado decreciente y creciente

12. Expresa estos polinomios en forma reducida:

Lp(X)=3¢-4x+ 1 A q(X) =3+ 4x- 9% pX)Uq(X =

2. p(M=5m*+4m?-3 A q(m)=4m- 7n?- 8n? p(mU q(m)=

3. h(y)=-9y+57-7 A g(y) = 6-4y*+ dy h(y) U gly) =

4. q(a) = 2/3a- 4/5a? A r(a)=3a?-5a g@)u r@) =

5. p(XY)=3-dxy+ Yy A (X y)=3y2+ 4xy-5x2 p(x, y) U q(xy) =
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IV.2.3 Operaciones con los Polinomios.

Adicion de Polinomios. Propiedades.

Si sumas €l polinomio p(x) de grado n con el polinomio q(x) del mismo  p(x) + q(x) = s(x)
grado obtienes otro polinomio p(x) + q(x) = s(X) de grado n, donde los

polinomios p(X) y g(x) son los sumandos y sumandos = sumao total

el polinomio s(x) eslasuma o total.

Si los grados de los polinomios p(X) y g(x) son diferentes el polinomio s(x) tiene &l grado indicado por
el polinomio de mayor grado.

Propiedades dela Adicion.

** LeydeExistencia. Lasumade polinomios essiempre posible.
** | ey dela Clausura. Lasumade nimeros naturales es un nimero natural.

** Conmutativa. Puedes cambiar el orden de los sumandosy €l total es silempre el mismo.
PI+q)+r(X)=r(X¥)+pX)+q(X)=g()+r(x)+p (X

**  Asociativa. El total no se altera, aunque se establezca la suma entre varios de los su-
mandos:
p(xX)+q(x)+r(x)=p(x)+[q(x)+r(x)] =[p(x)+q(x)]+r(x)

**  LeyAditiva. Si a ambos miembros de polinomiosiguales, |le sumas polinomiosiguales,

obtienes polinomios iguales.
Ip(X)=q(x),entonces p(X) +r (X) =q(X) +r (X
** |_ey Cancelativa. Si a ambos miembros de polinomios iguales, le restas polinomios iguales,
obtienes polinomios iguales.
SpX+r(X)=qg(X +r(x),entoncesp (X) = q (X).

Suma de Polinomios.

Si tienes que sumar €l polinomio P(X)=4C-5+2x - 7
p(X) = 4x3 - 52 + 2x -7 con q(X) = 753+4x% -5x + 9
g(x) = 7% + 4x2 - 5x + 9 obtienes p (X) + q (X) =11x3- X2 -3X +2

PX)+q(X)=(4x-5+2X-7)+ (7 +4x%-5x+9) =
Z(AXC+TX)+ (5% +4X) + (2X-5X) + (-7 +9) = 11x3-x?-3x + 2

La adicion de polinomios, es el polinomio que tiene los polinomios sumandos, pero
con los términos semejantes reducidos, con el grado que tenga el polinomio suman-
do de mayor grado.
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Si deseas sumar el polinomio p(a, b) = a? + 3ab? + 5a°b? con q (a, b) = 4ab? -5a2 -8a%b?, los reduces a
Su menor expresion agrupando |os términos semejantes, asi:

p(a, b) + q(a, b) = (a% + 3ab? + 5a%b? ) + (4ab? - 5a2 - 8a*h?)
reuniendo términos semejantes obtienes:

= (a?- 5a?) + (3ab? + 4ab?) + (5a*h? - 8a’h?) =- 3a’h?- 4a? + 7ab’ esel total.
Sumar p(m) = 2 - 4m+ 5 - 8m* con g(m) = -9 + 7m+ 3n¥,

Puedes usar e método préctico, colocando p (m)
primero y debajo colocar g(m) de forma que que-
den semejantes debajo de semejantes, teniendo en
cuenta que en g(m) no hay m?, y que por tanto su
coeficiente es cero.

p(m) = 2 -4m+ 5n¥ - 8n?

g(m) = -9+ 7m+ On? + 3m?
p(m) + g(m) =-7 + 3m+ 5n¥ - 5m?

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Reduce cada conjunto a su menor expresion.

{2a% + 3ab - 5b?, 62 - 15ab + 7a?}

{6Xy - 7X? - 3y?, -24Xy - 6Y?, -14x? - 4xy + y?}

{2.3m?- 3.4 mn + 5n? 6.7mn - 3.5m? - 7.2n%}

{3/4 3 - 8x%y + 2/5 xy? - 3y3, 4/5 X2y - 3/4 xy? + 5/8 y*}
{8-3r+ 7r>-5r33r-9 + 3r-8r?,5-6r>+ 2r%}

© a0 os

2. Establece la adicion de estos polinomios.

a  [ba®- 8al] + {4a3- 9ab’ - b*} + (-3a’h + 6ab? - &)
b.  (12x*- 8%y + 4x?y?) + [12x3% - Oxy?] + {7x* - 3y* - 5x?y?}
c. {5mn -12mn?+ TN} +(18mn? - 24n¥n) + [6nYn - 7n® + 2m7]
d. (5c2+ 8c’d- 6d° + [7cd? - 9¢® + 2c’d + 9d°] + {4d® - 3cid + ¢}
e. [6nP-8mtn+ 7mnd] + {2mn3 - 4n®} + (3mn - 5Yn® + 6n°)
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3. Sip(x) =3-7x2+4x3-2X4 q(x) =-5 +3x-8x>+ 2x* N r(x) =9-7x +4x? - 8x° determina

el total de:
a pMX+q)= C. q(x) +r(x) = e. p(x) + q(x) + [-r(X)]
b. pM)+r(x)= d. p(x) + [-q(¥)] =
4. Si p(x,y) =x2-2Xy+ V% q(x,y) =3y*- AXy - B5x2 ~ r(x, y) = 9x? + 3xy + 3x? determina:
1 p(xy)+q(xy) 2. p(xy)+r(xy) 3.q(x,y) +r(x,y)
4. r(xy) + [-p(x, y)] 5. -q(x, y) + [-r(x, )]

Sustraccion de Polinomios.

Si tienes que caminar cinco cuadras parair desde tu casa
alaescuelay lalibreria queda atres cuadras de la es-
cuela en el mismo sentido, ¢Cuantas cuadras tienes que
caminar para ir desde tu casa a la librerfa?

5 cuadras + 3 cuadras = 8 cuadras

Si estésen lalibreriay regresas ala escuela
(A qué distancia de tu casa te encuentras? 8 cuadras - 3 cuadras = 5 cuadras

Como puedes apreciar, la sustraccion es una operacion inversa ala suma, donde se conoce €l total y
uno de los sumandos para hallar el otro sumando.

Laresta es una operacion matematicainversaalasuma, SiM-S=D entonces D+S =M
tal que conocido €l total (Minuendo) y uno de los suman-
dos (Sustraendo), se halla el otro sumando (Diferencia).

La diferencia A - B = A+ (-B), o sea, la resta de dos conjuntos, se convierte en la suma del mi-
nuendo con el sustraendo cambiado de signo.

Si te digo, de 20 restar 23 ;Cdémo lo expresas? 20 - (+23) = -3
¢Cud es €l sustraendo?
¢Cud es el minuendo?

20 - (-23) = 43 Pero si fuera: de 20 restar -23, ;Cémo lo expresas?
B ¢Cud esel minuendoy cud es el sustraendo?
** S tienesquerestar 8 de 15, entonces tendrias: - 15+(-8)=7
pero si fuera de 8 restar 15 entonces seria: —> 8-15 =8+ (-15=-7.

** G ahoradebes restar -7a%b?® de 5a%b®, entonces ten- 5
drias que sumar a minuendo 5a?b® € opuesto del —>
sustraendo, lo que significa:

a?b® + (+7a%b®) = 12a%b°.
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**  Si de 9¢y? vas arestar 17x%?, entonces tienes que (2 1 (-] 7+32) = Q32
sumar al minuendo 9x%?2 el opuesto del sustraendo — > Y+ (172Y) =Xy
12332, 1o quete daria

** g tienes la expresion algebraica B¢ - &y + 4x7 + 92
para restarla de 8x® + 6x%y - 9xy? + 7y® tendrias
gue saber ¢Cull es el minuendo y cull es el sus >
traendo?, al minuendo es a quien le vas a quitar, y
el sustraendo eslo que vasaquitar.

8+ 6x%y - Oxy?+ Ty?
=73+ 5X%y - 4xy? - 9y8
X +11x%y - 13xy*- 2y3

En sentido general, si tienes una expresion q(x) y la vas a restar de otra p(x), tendrias
que sumar al minuendo el opuesto del sustraendo.

p(x) restar q(x) —— p(X) +[-q(x)] A Restar q(x) dep(x) —> p(x) + [-q(X)]

**  Ahorapuedesrestar 7x3 - 5x%y + 4xy?- 9y° de 8x3 + 6x?y -Oxy? + 7y?, asi:
[8X + 6x%y -Oxy? + Ty¥] - [7X3 - Bx?y + 4xy* - 9y°] =

=(8¢C - 7X3) +[ 6x%y -(-5x%y)] + [-9xy? - 4xy?] + [7Y2-(-9y®)] = X3 + 11x?y -13xy* + 163

** Sip(X)=4-7x+5x-8¢ determinas: 1. p(x) - a(x)
g(X) =5¢+ 7x*- 6x + 1 2.q(X) — p(x)
r(x)=9-x+5x2-4x3 3. p(X) — r(X) + q(X)

4. q(x) +1(x) = p(x)
5. Delasumade p(x) con r(x) restar q(x)
6. Restar p(x) de la sumade g(x) con r(x).

Soluciones:

Se sumaa minuendo, €l opuesto del sustraendo y se obtiene:

L p(-a() =pK)+[-q(¥)] =

= [4-7Tx+5¢-8C +[-(5¢+ 7x2-6x+ 1)] como €l opuesto a sustraendo es:

-5x% - 7x? + 6X - , ahora agrupas
=[4-T7x+52-8¢C] + [-5XC -7+ 6x-1] = los términos semejantes: y obtienes:
=[4-1-7x+ 6x + 5x%-7x?-8x3-5X3] = : |
= 3-X-2¢-13x* =
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2. gx)-pX)=qX)+[-p(x)] = [5x3+ 7x2-6x+ 1] +[-(4- 7x +5x?-8x3] =

Si le cambias |os signos al sustraendo, obtienes:
= [5C+ TXC-6x+ 1]+ [-4+ 7x-5x*+ 8¢ =

entonces agrupas |os términos semejantes. =
[5x+ 8C+ 7x2-5x2-6x+ 7x +1 -4] =

y obtienes: = 133+ 2x?> +x-3

3. p(X¥)=r(x)+al)=pX +[-rx)]+q(x) =

El sustraendo es el que tiene menos (—) delante, entonces cambias los signos a cada término de ese
polinomio

=[4-T7Tx+ 52 -8 + [- (9 —X+ 5 — 43)] + [5X + 7x> 6x + ]

=[4— 7xX+ 52 =8+ [-9+ X—=5x+ 4x%] + [53+ 7X2—6x + ]

Agrupas | os términos semejantes:
=5 -3+ 8C+ T+ 5% -5 —-6x— x+7x+1+9-4=
y obtienes: =9x*+7x? +6

4, gx) +r(x) —p(x) =q(x) +r(x) +[-p(x)]  Esto essumay resta combinada:
=[5+ 7 — 6X+ 1]+ [9—X+52 -4 + [- (4—-T7x+ 5 — 8%%)] =

encuentras el opuesto del sustraendo :
=[5+ 72 —-6x+ 1] +[9—X+5C -4 +[-4+ Tx—-5x+ 8] =

agrupas |os términos semejantes:
=53 -4+ 8C+ TX2+ 52— 5 — BX— X+ X+ 1+9- 4=
y obtienes: =03+ 7x°+6

5. Dela suma de p (x) con r(x) resta q(x)

En este caso tienes que sumar p(x) + r(X) y
luego restarle g(x), entonces tienes : p(X) + r(X) - q(X) = p(X) + r(X) + [-q (X)] =

[4-7x+52-8]+[9-X+5-43] +[-(BC+ 7x2-6x + 1] =
[4-7x+5C-8]+[9-X+5C-3]+[-BC-T+ 6x—1] =
[44+9-1-7x-x+6x+5x2+5-7Tx-8C-4x3-5¢ =12-2x+3x?-17x3
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6. Resta p (x) de la suma de g(x) con r(x)

Ahoratienes que sumar q(x) con r(x) y
luego restarle p(x), 0 sea: g(x) + r(x) - p(x) = q(x) + r(x) + [-p (X)]

sustituyes por cada polinomio y obtienes:
=[5+ 7X-6x+ 1]+ [9-x+ 5x2-83] + [-(4-T7x+ 5x- 8% =
encuentras el opuesto del ultimo polinomio y obtienes :
=[5+ 7-6x+1+9-x+5x2-4C-4+ 7x-5¢+ 8% =
ahora agrupas | os términos semejantes, asi:
=5C-43+ 83+ X+ 5x-5¢-6x-x+7x+1+9-4=

y obtienes:  =9x®+ 7x2+5.
** S p(XYy) =3x-4xy + 5y? determina: 1. p(x, y) +q (X Yy) -r (X Y)
g (X, y) = 7y? + 6xy - 5%°
r(x, y) = 4% - 7xy - 6y 2. q(x ) - p(X, y) +1 (X, Y)
Soluciones:

1L pxy)+axy-rxy)

Colocas € primer polinomio y debajo colocas p(X,y)= 3% - 4xy + 5y?
el segundo, de forma tal que los términos q(x, y) = -5x2 + 6xy + 7y?
semegantes queden alineados verticalmente, r(x,y) =-4x2 + 7xy +6y?

luego cambias los signos de los términos del P (XY)+q(XYy)+[-r(xy)] =-6x°+ 9xy + 18y?
tercer polinomio y colocas cada término debajo
de su correspondiente, asi:

2. (X, Yy)-p(y) +r(x,y)

g(x, y) = -bx2 + 6xy +7y? (Qué has hecho con estos polinomios?
p(x,y) =-3x* + 4xy - 5y? (Cudl estd con signos opuestos?

r(x,y) = 4x2- 7xy - 6y? ¢Es comoda esta forma de expresar los
q(x, y) + [-p(X, Y)] + 1(X, y) = -4X% + 3xy - 4y? polinomios?

(Es mds fécil esta forma?
Elige laforma que més te convenga.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Crea tres minuendos y tres sustraendos y determina la diferencia.

Minuendo - sustraendo diferencia

2. Resuelve:

De - 12a%b%c restar - 3a?b’c

De3-4x+ 5x° + 7x¢ restar 4x3-5x+ 2

Restar -15xy*z° de -93y*z°

Restar 6a® - 4a°b + 7ab? - b® de 5a%b - 8ab? + 4a

DeVam?®-23m?+ % m + 4.5 restar ¥%-3/5m+ Y%2n? - 3%n?

Restar 9x? - 12y? + 5xy de X2 - xy - 5y?

Delasumade 4n? - 5mn - 7n? con 12n? - 7mn restar 8nY - 9mn + 15n% - mPn

Restar lasumade 4a? - 6b? con 3b? - ab + 3a2 delasumade 1242 - 4ab - b? con 4&2 -
3ab - 8b?

i. Delasumade 4x -8+ 5x?con 9 - 4x - 6x? restar 12x - 7x*>+ 5con 12x%>- 8x - 7.

SQ@ o ap o

3. Completa el siguiente cuadro:

Minuendo Sustraendo Diferencia
5a° - 3ab + 2b? a+ 5ab-7b*+ 3
8x% - 3x%y + 2xy* - 9y° 2% + 5xy - 4xy? + y°
7me - 9n® + 4nvn 5n3 - 7mn? + 4én - 9P
2¢-5x+ 6x-2 5-3x+ 7x*+ 8¢

3. Sip(X) =3-5x+7x?-6x3% q(X) =9x3-5x2+ 7; r(x) = 8x?- 2x + Y2y S(X) = ¥%x3 - ¥ax2 + Y2
x+5, determina:

a p(x) - q(x) +1(X) f. [p(X) - sG] + [q(X) - r(X)]
b. g(X) + s(x) - p(x) g. Delasumade p(x) con s(X) restala sumade q(x) con r(x)
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c. r(xX)+s X -qx h. Resta la suma de s(x) con q(x) de la sumade r(x) con p(x)
d.s(X) -r(X)-q(x) i. Restap(x) delasumader(x) con s(x)
e.p(X)-s(x) +r(xX) -qx) j. Delasumade p(x) con q(x) restalasumade -r(x) con -s(x).

Multiplicacion de Expresiones Algebr aicas. Propiedades.

Juan tiene una caja de refrescos como la que se ilustra
en la figura, que le costé RD$480.00, si cada refresco lo
vende a RD$30.00 ;Cuadnto se gana en la venta?

Para determinar cuanto se gana en laventade los refres-
cos de la cgja tienes que saber por cuanto los vende to-
dos. Paraello tienes que sumar 30.00 tantas veces como
latas de refresco haya. Cada fila tiene 3 latas y son 6
filas, significaque 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 18 latas, cada
latala vende a $30.00.

Cada fila cuesta 3 x 30.00 = $90.00, ahora, bien son 6 filas, entonces: 90+90+90+90+90+90 igual
a 540.00. Como pagé 480.00. Entonces 540.00 — 480.00 = 60.00. Eso quiere decir que se gano
$60.00.

Puedes obtener el valor de la cgja de refrescos en unaforma mas reducida s utilizas la multiplica-
cion, yaque lamultiplicacion es una suma abreviada, tendrias: 6 veces 3 =6 x 3 = 18 |atas de refresco.
Como cada refresco cuesta $30.00 entonces 18 x 30 = 540.00.

Los componentes de la multiplicacién son los 6 x 3 =18

fact el producto, los fact el multi factores = producto
ey prQ L-JC 0, 10S Tactores son & MUt~ multiplicando x multiplicador = producto
cando y & multiplicador.

La multiplicacion es una operacion matematica que tiene por objeto: dado un con-
junto llamado multiplicando y otro multiplicador, hallar un conjunto llamado pro-
ducto que sea respecto del multiplicando, en valor absoluto y signo, lo que el multi-
plicador es respecto a la unidad positiva.

Propiedades de la M ultiplicacion.

Si A, By C son expresiones algebraicas, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

** Ley Conmutativa.  (px) * q(x) * r(x) =q(x) * r(x) * p(x) =r(x)* p(x) * q(x)
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** Ley Asociativa. p(x) * a(x) * r(x) =[p(x) * a()] * r(x) =p()* [a(x* r(x)]
** Ley Disociativa. PO * [a() * r()] =[p(x) * a()] * r(x) =p(x) * q(x)* r(x)
** Ley Distributiva.

L [pX)+gXn=npX)+nqg(X) 4+57=4x7+5x7=(9)7=28+35=63
2. mr() —t)] =mr(x) -mt(x) (4-5)7=4x7-5x7=(-1)7=28-35=-7
3. n[p(x) —q(x) + r(x)] =np(x) —nq(x) + nr(x)

S5[8-3+2]=5@8)-53)+5(2)=5(7)=40-15+10=35
** Ley delosSignos. Sitienes que multiplicar 6 x 3 eslo mismo que sumar 3 seis veces:
343+3+3+3+3=18 6 sumar6tresveces:6+6+6=3(6)=18
pero si tienes que multiplicar -3 por -6 puedes expresarlo asi -(3) x (-6) que seria
-[(-6) + (-6) + (-6)] = -[(-18)] Esto significa el opuesto de —18 que es + 18.

¢Qué conclusion obtienes?

Si el multiplicando y el multiplicador tienen el mismo signo, entonces el producto es

positivo.
Pero si tienes que multiplicar +3 por -6, entonces tendrias tres veces -6, es decir
(—6)+(— 6)+(— 6)=—18, o si tienes -3 por 6, entonces serian seis veces (-3), es decir:

(=3)+(=3)+(—=3)+(—=3)+(—=3)+( —3)=—18
(Cudl conclusion obtienes? Si los factores tienen signos diferentes (+) (-) entonces, el producto es
negativo

Colocaen laraya la propiedad que se cumpley coloca en €l cuadrito el producto:

1. 3x4x5 = 4x5x3 = 5x3x4 =

2. 50x7 = 2x25x7 = 2x5x5x7 =

3. 2x4x5x9 = 8x5x9 = 10x4x9 = 8x45 = 18x20 =
4. 58+7)=5x8 +5x7=5(15)=40+35=

5. [12-5]7 =12x7-5x7=[7]7=84-35=

Habrds notado que las expresiones algebraicas son como los refrescos del huacal, donde para hallar
su valor tienes que multiplicar cada botella por su precio. Ahora tendras que multiplicar términos que
con: signos, coeficientes, variables con sus exponentes; tendrds que recordar el concepto de exponente
a.a.a.a.a=a°enestecaso secopiolaletraa y se sumaron sus exponentes, del mismo modo, si
tienes que multiplicar 3a? por -4a3 tendrias que multiplicar los coeficientes con sus signos (+3) por (-4)
=-12 copiar lavariable y sumar los exponentes de las bases iguales :-12a** = -12a°
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En cursos anteriores aprendiste que en el producto de
potencias de igual base, se copialabasey se suman los exponentes: am a” = amn

a2 (ad). a* = a3 = @

** S tienes que hallar € producto de: [-43y?] (7xy3z){-3X°2*}, debes multiplicar los coeficientes con
sus signos:[-4](+7){-3} = +84, luego copias todas las variables y sumar los exponentes de las
variables comunes:

[_4x3y5] (7xy3z){_3)éz4} =+ 84x3+l+5y5+3zl+4 - 84ng825

** S deseas hallar € producto de: [3a] por (5a2 - 7ab + 4b?), multiplicas €l primer factor por cada
uno de los términos del segundo factor:

[3a](5a2 - 7ab + 4b2) = 3a(5a2) + 3a(-7ab) + 3a(4b?) = 13a%- 21a%b + 12al?

** S tienes que hallar el producto de (4x% + 8x - 12) por [¥x?], debes multiplicar cada término del
multiplicando por el multiplicador, asi :

(4% + 8x - 12) [3%4 x®] = 4x® [¥ax?] + 8x [%4 x?] + (-12)[%4 x7] =
al multiplicar los coeficientes tienes que recordar
= 12/4 xX* + 24/4 x3 - 36/4 x* = 3x* + 6x3 - 9x?

gue paramultiplicar un entero por un quebrado se multiplica éste por el numerador y se divide entre
el denominador.

** S ahoratienes que multiplicar (3a - 4b) por [2a2 - 5ab + 6b?], debes multiplicar cada término del
primer factor por cada uno de los términos del segundo factor, asi:

(3a- 4b)[ 2a2 - 5ab + 6b?] = 3a[2a? - 5ab + 6b?] + (-4b)[2a? - 5ab + 6b?] =
= 6a®- 15a%b + 18ab?-8a?b + 20ab? - 24b®
ahora agrupas |os términos semejantes —15a%bh — 8a%b = —23a?b A +18ab? + 20ab? = 38ab? y ob-

tienes;
= 6a® — 23a?b + 38ab? — 24b°
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** S tienes que multiplicar [5%? - 4xy + 7y?] por (3x + 2y), (Como hallarias el producto?

colocas el multiplicando y debajo el mul-

2 _ + 7\2
5%% - Axy + Ty? tiplicador, asi : Xy 1y
3+ 2y Multiplicas el primer término del multi- 3 +
plicador por cada término del multipli- 15x3 - 12x%y + 21xy?
cando.

X S 417
15 (-12 (21
2 10 -8 |14

Tienes luego que reducir los términos
semejantes de estos dos productos
para obtener:

En la interseccion de la primera fila con la primera co- X 51 4|7
lumnaestael 15 que es el coeficiente del primer término
del producto. El coeficiente del dltimo término 14 apa-

rece en la segunda fila y tercera columna.
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ahora multiplicas e segundo término
del multiplicador por cada término del
multiplicando.

5% - 4xy + 7y?

+3X + 2y

15x3 - 12x%y + 21xy?
+ 10x?y - 8xy? + 14y®
15x3 - 2@y + 13xy? + 14y®

También puedes hallar este producto por coefi-
cientes separados, formando una tabla de doble
entrada, como la que aparece a la izquierda: 1os
coeficientes 5 -4 7 del multiplicando for-
man la primera fila y los coeficientes 3 2 del
multiplicar estan en la primera columna. Ahora
multiplicas cada elemento de la fila por cada ele-
mento de lacolumnay €l producto se colocaen la
interseccion de la fila con la columna, asi:

3 15 (-12 |21
2 10 | -8 |14

X 5 4 7 El coeficiente del segundo término del producto es la
suma de la interseccion de la primera fila con la segun-

3 15 |12 421 da columna 10 + (12) = -2 mads la interseccion de la

2 | 10| "-8|14 segunda fila con la primera columna segtin muestra la
diagonal.
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El coeficiente del tercer término del producto estd formado por la suma de la interseccion de la primera
fila con la tercera columna (21), mds la interseccién de la segunda fila con la segunda columna (-8), o
sea 21 + (-8) = 13.

Ahoratienes que determinar el grado del producto, sumando los grados del multiplicando mas €l del
multiplicador : 2 + 1 = 3. Los términos en los factores deben estar ordenados con relacion a las varia-
blesy en ese mismo orden deben aparecer en el producto.

(5x2- 4xy + 7y))[3x + 2y) =‘ 15x3 - 2¢%y + 13xy? + 14y? '

** Compara la forma de coeficiente separados con la formas anteriores al hallar el producto de
(3¢ + 4)[4x* - 3x2 + 7]. Recuerda que debes tener |os factores ordenados con todos sus términos,
0 sea (32 + 0x + 4)[4x* + 0x3 - 3x2 + 0x + 7]

X 3] 0 4 Latablaes:

4 12 0O | 16 (Cudl es el grado del producto?

0 0 0 0 (Cuantos términos tiene el producto?

-3 -9 0 |-12 (Cudntos términos nulos tiene el producto?
0 0 0 0 (Cudl es el producto?

7 21 0O |28

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Determina el producto de:

1. [-4x?)(3¢y) {- Yaxy’z} = 9. (-8m°n’)[ 6a2mtn°]{-5a°m'n*} =

2. [5c3d5E] (-3 {-Acsdy’*} = 10, (3/5a3F8)[5/80°m7x2y?] =

3. (-3.8a70°C5)[5.006a%0c J{-9.2a°bPd} = 11, [-5m? (4rP + 5P - 8m+ 7) =

4. 7a*[3a?- 2ab + 5b*] = 12. [3x?-5x+ 6](4x-7) =

5. (5m?-8n? + 3mn)[3m- 5n] = 13. (3x%- 2y?)[ 23 - Tx?y + 3xy? - By’ =

6. [-3 +4x - x| (3C- B2+ 1) = 14. (2 + Sm)[)b - 3m7] =

7. [Sa + 347 (3/5 - 28%) = 15. (23- % x)[4/5- Y x+ 337 =
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2. Sip(x) =4x-1, q(x) =3x*+2x+5, r(x)=6-2x "s(x)=2-5x+8x*>-4x3 colocaen la
raya €l producto que setepide:

L p(¥) qx) = 4. p(x) r(x) =
2. p(x)s(¥) = 5. q(¥) r(x) =
3. g() s(¥) = 6. r(x) s(x) =

Prueba que: 1. p(x).q(x)=q(x).px)

NOTA HISTORICA:

Paolo Ruffini

Nacio el 23 de septiembre de 1765, en Valentano, Italia. Se gradu6
primero de médico y luego se dedicé al estudio de la matematica,
logrando hacer varias investigaciones en el conjunto de las ecuacio-
nes. Por sus publicaciones fue nombrado profesor de Andlisis y de
Matematica de la Universidad de Mddena, la cual fue suspendida
durante la ocupacion francesa a lItalia, y luego se restablecié al
entrar los austriacos a Mddena en 1799. Sus obras son: “La Teo-
ria General de Ecuaciones” y Reflexiones sobre la Solucién de
Ecuaciones Generales”. Es autor ademas de la Regla que lleva su nombre al tratar los
cocientes de polinomios. En 1806, fue profesor de Matematica de la Escuela Militar de
Mdédena. Cuando el duque de esta ciudad recobré sus Estados, lo nombro rector de la
Universidad. Fue presidente del Instituto de Ciencias de su pais y se puede decir que fue
el iniciador de la Teoria de Grupos. Ruffini muri6é a los 57 afios, el 10 de mayo de 1822.

Division de Expresiones Algebraicas. Propiedades.

S 5 mascotas te cuestan RD$60.00
(Cudl es el precio de una mascota?

5 mascotas = 60.00

1 mascota= 60.00 - 5=12.00
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Para obtener €l precio de una mascota tuviste que rea- ShisE

lizar la operacion inversa a la multiplicacion, que es la 60 /5 divisor
division, donde se conoce € producto de dos factores [ 0 12 cociente
dividendo] y uno de los factores [divisor], y es necesario residuo

encontrar €l otro factor [cociente].

Si tienes 5 x 12 = 60, eso significaque 60 +5=12 A 60+ 12=5

(Qué pasaria si multiplicas 60 por el inverso de 5?

Como €l inverso de 5 es 1/5, entonces: 60x /5 =60/5 =12
del mismo modo 60 x 1/12=60/12=5

Si D(x) es e dividendo, d(x) es el divisor,
C(x) es e cocientey r(x) es el residuo, entonces D(x) + d(x) , S d(x) + r(x) = D(x)

El grado del polinomio D(x) tiene que ser mayor o igual que el grado del polinomio d(x).
Si el residuo es cero: (Cémo es la divisiéon?

({Cbémo es la divisién cuando tiene un residuo diferente de cero?

Propiedades dela Division.

Ladivision gozade lapropiedad distribu- [AX) + B(x) - C(x) ] + D(X) =[A(X) = D(x)] +
tivarespecto ala sumaalgebraica.
Para expresiones algebraicas: A(x), B(x), + [B(x) + D(x)] — [C(x) + D(X)]

C(x) y D(x), se cumple que:
Como ladivision es un caso especia de multiplicacion, puedes comprender que: el cociente de expre-
siones algebraicas con iguales signos es positivo y el cociente de expresiones algebraicas con diferen-
tes signos es negativo.

(+A)+(+B) =+C [+30]+(+5)=+6 (-A) +(+B)= -C [+30] + (-5)=-6

(-<A)+ (-B) =+C [-30]+(-5) =+6 (+A)+(-B) =-C [30]+(+5)=-6

Casos Particularesdela Division.

1. El cociente que se obtiene a dividir una expresion matematicaA(x) entre cero no esta determi-
nado en el conjunto de los nUmeros reales :

A(X) *0=nopuedeser, S A(X) # () m——— A(X)+ 0= indeterminacion.
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2. Si e dividendo esceroy € divisor también es cero entonces puedes obtener infinitos cocientes,
ya que todos los nimeros multiplicados por cero dan cero.
0+0=nporquen(0)=0,SN € RA N#0 emmmm—)p 0 + 0 = infinitos nimeros

3. Siddividendoesceroy el cociente es un elemento del conjunto de los: nimerosreales: R = {x/x
es un nimero real}, entonces el cociente es cero.

0+-n=0porque0(nN)=0,SSNE R A Nz =———— 0-+n=0

49587 /12

Si el dividendo es el polinomio p(x) = 8 + 12x2 48 4130
* + 6x+1y el divisor es el polinomio q(X) = 2X+ 1 15
(Como encuentras el cociente y el residuo ? 12
(Cémo divides 49587 entre 12?7 Pues, divides 49 entre _?é%
12, esigual a4, este 4 lo multiplicas por € divisor (12) y o7
lo restas del dividendo; bajas el término que siguey repi- 24
tes el proceso hasta que aparece un residuo, observa: > 3

El cociente es 4132 y el residuo es 3, lo que significa que
[4132](12) + 3 = 49587

Lo mismo tienes que hacer a dividir e polinomio (px)

X +12X+6x+1/2x+1 entreel q(x), s p(X) =X+ 122+ 6x + 1 y q(X) = 2x + 1
-8¢ - 4x? A2 +4x+ 1

+ 8% +6x Divides el primer término del dividendo entre € primer

- 8¢ - Ax término del divisor : [8x%]+(2x) = 4x?, multiplicas aho-

+2x +1 raeste término del cociente por todo &l divisor y lorestas

-2x -1 del dividendo, te sobran 8x?; bajas €l término que siguey

0 0 repitestodo el proceso hasta encontrar un término menor

en €l residuo que € divisor.

El cociente es4x? + 4% + 1 y el residuo es cero, eso significa que:

[4%+4x+ 1]2X+ 1) + 0 =83+ 12X + 6x + |

Observa el proceso de division de:
p(a, b) = 12a3 - 41a’b + 44ab? - 17b% entre q(a, b) = 4a - 3b.
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Divides 12a° entre 4a y obtienes 3a?, es

1233 - 41ab + 44ab? - 17b°/ 4a-3b

e primer término Qell cociente, que lo 12a® +9ab 332 - 8ab + 502
multiplicas por el divisor y el producto - 30a%ht 44ab?
lo restas del dividendo : 3&(4a - 3b) = +328% - 24ab?
12a3 - 9a%b, {recuerda que este producto +20ab? - 176
es sustraendo}, la diferencia es - 32ab; s
: —_ ) - 20ab’+ 15b
bajas el término que siguey se formael - 2R

binomio: -32a’b + 44ab?, ahora repite €l
proceso, es decir : divides [-32a%b] entre
(4a) y obtienes:

- 8ab, este es el segundo término del cociente, que multiplicas por todo el divisor y €l producto lo resta
del dividendo: quedando +20ab?, bajas €l término que sigue : - 15b3, y entonces divides [+20ab?]
entre (4a) y obtienes 5b?% que es el tercer término del cociente, que lo multiplicas por €l divisor y lo

restaen € dividendo, quedando un residuo de -2b3.

Es el momento de practicar [0 aprendido

ba que el cociente es q(x).

a p(x¥) qx =

b. [p(x) q(x) ] +p(¥) =
c. [p() a(x)] +a(¥) =

factor es

entonces el cociente es

tor es 4a%b? el otro factor es

1. Después de formar dos polinomios p(x) y q(x) multi- p(x) =
plicalos y su producto dividelo entre p(x) y comprue-
q(x) =
2. Si un factor es -2x%?y €l producto es 4x%”, € otro  (-2x%?)[ ] = &ey°
3. Si el dividendo es 20m°n’p® y el divisor es 4m>n°p°, 20rmPnp®.
4nvnp?
4. Si el producto de dos factores es 16.28a*b° y un fac- [ 1(4a8?)= 16.28ab°
5. Siendo el dividendo 12mPn* - 4m?n® + 2mPn? y € di- 12men? - 4mend + 2men?
visor es -2m*n?, entonces €l cociente es: -2men?
6. Si el divisor es 2a y el cociente es 3a® - 2a° + 4a, € / 2a
3a’ - 2a° + 42

dividendo es

7. El dividendo es 12a°b - 3a°b* + 15a*b®y el cocientees
5a%h? - @b + 4a, halla el divisor.

8. Determina el cociente y el residuo si el dividendo es
15m? + 24mn - 21n?y el divisor es 5m + 3n.
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10. El divisor es 4x + 5y, el dividendo es 12x* + 35x°y
+13xy? + 10y?, .. €l cocientees: 1253 + 35x%y +13xy? + 10y®/ 4x + 5y,

Analiza:

1. Sipla=a‘-2a°-7a’+ 6a*-4a+ 6y(q(a) =a*-
3a?+ 2, hallap(a) + q(a). =

2. Si e dividendo es p(x) = 3x® +5x° -9x* -10x® + 8%? p(x) + =q(X)
+ 3x-4 y e cocientees g(x) = 3+ 2x? - 5x - 4,
determina el divisor.

3. El divisor esd(r) =r - 2, e cociente esc(r) = [ r-2
4r? + 5r + 1, € dividendo es: 42+ 5r+ 1
4, Si e dividendoesD(a) =& - 64y € divisor es at- 64
d(@) = a- 4, ;Cudl es el cociente? a-4
5. El divisor es4x? + 5x - 6y €l cociente es /4 + 5x - 6
5+ 3x + 6x2+ X8, halad dividendo. X3+ 6x2+ 3x+ 5
6. El dividendo es6n? - 25m + 14y €l cociente es 6P - 25m + 14 /3m-2

3m- 2, entonces el divisor es:

Debes recordar que:

L os signos que utilizas en matemética son:
Signos de Operacion, cuando realizas operaciones {+-x+V}
Signos de Relacion, cuando relacionas una cantidad

con otra. {=#=55><2-5 0,4, <,..}
Signos de Agrupacion cuando conviertes un grupo
de expresiones en una sola. {0, [1L.{}, —}

Puedes suprimir signos de agrupacion si tienes en cuenta el signo que le antecede, sea+0 —.
ya que el signo— afectatodoslos términos que se encuentran dentro del signo de agrupacion
y el signo + no lo afecta.
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Si tienes +2[2a - 3b] - (-4a + 5b) + 3{-a + +2(2a) = 4a +2(-3b) = -6b,
2b},puedes eliminar el corchete multipli- -1(-4a) = +4a " -1(5b) = -5b,
cando para eliminar € paréntesis multi- +3(-a) =-3a” +3(2b) = +6b,
plicas paraeliminar las|laves multiplicas 4a- 6b +4a-5b-3a+ 6b=5a-5b

ahora reduces todos |os términos

Elimina los signos de agrupacion y simplifica:

. [4-09+{7-3a-(4a-8)-12+5a} -9
2. {8y -5X+(6-4x+7Ty-[5y+8X- {2x+4y}-71+12}
3.-2 (NP - 3PN + [P~ 1 - {3m? + Tnién - 9} + 4m?n] - 5)

NOTA HISTORICA

Diofanto

Genio griego que vivio en el afio 275 después de Cristo. Dejo
varios libros escritos de los cuales solo se conocen seis, que
de acuerdo con el desarrollo de la época él mismo le llamo
Arithmetica. También se conocen los fragmentos de sus Nu-
meros Poligonales y Porismas. Estos libros vinieron a tener im-
portancia 1,200 afios después de haber sido escritos, ya que,
como decia en 1463 Regiomontano, “En estos libros antiguos
se halla oculta la flor y nata del conjunto de las aritmética, en
Ars Rei et Census que actualmente conocemos por el nombre
arabe de Algebra”.

Diofanto descubri6 las leyes del pensamiento y el arte de dis-
currir. Planteaba buscar, de acuerdo con la l6gica, una cantidad desconocida o incégnita con
generalizaciones. Esta incognita la representé por el signo s’ que de acuerdocon la cantidad
de incégnita tenia una representacion, asi s” para una y ss para varias.

Los problemas de este gran genio matematico hacen referencia a los nimeros abstractos e
introdujo por primera vez el uso de las letras y signos especiales para el célculo, ayudando
asi a nacer una corriente algebraica denominada por Messelman “Algebra Sincopada”, que
contribuy6 al surgimiento de otra mas avanzada, el Algebra Simbdlica actual.

Se le atribuy6 a su tumba el epitafio siguiente: “Esta es la tumba que guarda las cenizas de
Diofanto. Es verdaderamente maravillosa porque, gracias a un artificio aritmético, descubre
toda su existencia: Dios le permitié ser nifio durante 1/6 de su vida, luego de 1/2 de su vida
sus mejillas se cubrieron de barba, después de 1/7 encendié la llama del matrimonio del que,
a los cinco afos tuvo un hijo, pero este nifio, desgraciado, aunque amado apasionadamente,
murié apenas llegado a la mitad de la vida alcanzada por su padre, el cual vivié aun cuatro
aflos méas mitigando su dolor con sus investigaciones sobre la ciencia de los numeros”. De
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esto se desprende que Diofanto murié a los 84 afos, fue nifio hasta la edad de 14, le brot6
barba a los 21, contrajo matrimonio a los 33 y tuvo un nene a los 38, el cual murié cuando su
papa tenia 80 afios:

1/6 x+12x+ 1/7x+4=x

Diofanto uso para la incognita un simbolo Unico hasta la sexta potencia y usé también palabras
adecuadas para indicar la suma, la resta y la igualdad. Resolvié de una manera perfecta los
sistemas de ecuaciones que tienen mas ecuaciones gue incognitas, considerando solamente
las soluciones positivas aunque no ignoraba las negativas.

Su contribucion con el verdadero simbolismo, el método analitico en la resolucién de proble-
mas, la simplificacion y la generalizacion, lo hace considerar como el Padre del Algebra.

IV.3 Equivalencia. Propiedades.
(Cudndo una cosa es equivalente a otra?

Mercedes y Rosita tenian una discusion sobre cudl pesa
ba més, si una libra de aztcar o 16 onzas de habichue-
las, entonces se dirigen al colmado y Mercedes pide una
libra de azlcar y Rosita pide 16 onzas de habichuelas.
(Cudl pesa mds? le preguntan al del colmado.

Pues, miren les dice e del colmado - Esos dos paquetes pesan [o mismo —

(Qué quiere usted decir? - Le preguntan.

El vendedor:- Que una libra es lo mismo que 16 onzas-
Rositaa  Entonces -;Una libra equivale a 16 onzas?
Mercedes: Correcto.

Si alalibrade azlcar lanombraspor ay lalibrade ha-
bichuelas por h, entonces puedes decir que: a equivale a

hy lo expresasasi: a= h.

Pero también puedes decir que una libra de habichuelas equivale a una libra de azlcar, entonces. h =
a, cuando aparece esta situacion se dice que hay reciprocidad.
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También puedes decir que una libra de azicar equivale a 16 onzas de azlicar, entonces
Si a = a, esto teindica que hay reflexividad.

Si unalibra de azlcar pesalo mismo que unalibra de habichuelas y una libra de habichuelas pesalo

mismo que una libra de piedras = p entonces una libra de azlicar pesalo mismo que unalibra de pie-
dras:

S a=h”h=p ==> a=ploqueindicalatransitividad de la equivalencia.

Esto te indica que la equivalencia tiene tres propiedades:

Reflexiva: Si a€ A entonces a=a
Simétrica: Para(a, b) EA, s a=bentonces b=a
Transitiva: Para(a, b,c) €EA,ssa=b”"b &c, entoncesa=c

IV.3.1 Ecuaciones.

Al comienzo del ano escolar te ofrecen un concurso:

“Si formas la palabra Amor con las letras que aparecen O @
en las tapas de refrescos de la marca A, mas $20.00

obtienesun libro”. Si formaste la palabraAmor después
de consumir 50 refrescos ¢COmMo expresarias esta situa-
cién?

50 refrescos + $20.00 = libro

Entonces has utilizado el signo = pararelacionar 10s refrescos mas los 20.00 pesos con € libro.
(Cuando tienes que utilizar el signo =? ;Cudntos conjuntos relaciona el signo =?

(Puedes utilizar el signo = como la frontera de dos conjuntos relacionados?

En la celebracién de los 15 cumpl eafios de Mercedita,
Carlos quiere saber su edad y le pregunta a su abuela,
guien le dice : --cuanto tu naciste Mercedita teniatres
anos.
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Para Carlos saber su edad tiene que hacer €l siguiente razonamiento: ” Mi edad es x afios, que su-
mandole tres afos esigual a la edad de Mercedita que tiene 15 afios’:

Entonces Carlos plantea esta relacion: X+3=15
Si puedes construir situaciones donde tengas que utilizar el signo =, estés formando situaciones de

igualdad, donde el signo = separa dos conjuntos de situaciones rel acionadas entre si, donde cada con-
junto es un miembro de la situacion planteada.

{a+b} ={c+d}
primer miembro = segundo miembro

Como ya conoces larelacion de igualdad entre dos cantidades, puedes hacer algunas practicas:

Establece una igualdad al relacionar tu edad con la de un amigo o familiar, asi:

* Tu edad + x afos = edad de tu amigo.
Si le restas los x afios a los dos miembros ;Qué obtienes ? ; Aparece otra igualdad?
‘.l Laedad de tu amiga menos x afios = tu edad.

Si le sumas los x afios a ambos miembros: ;Se obtiene otra igualdad?

&% L amitad de tu edad = edad de tu hermanito.

Si multiplicas ambos miembros por dos: ;Qué obtienes?
".' El duplo detu edad esigual alaedad detu tia.
Si divides ambos miembros por dos: ;Obtienes otra igualdad?

Si has hecho la préctica habras comprobado que siempre se obtiene otraigualdad, por esto
puedes enunciar €l principio fundamental de laigualdad asi:

Si en ambos miembros de una igualdad realizas una misma operacion obtienes otra
igualdad.

#% Cuando planteas una situacion que tiene variables, entonces estas planteando una ecuacion o
unaidentidad.
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(Cudndo planteas una ecuacién?

El caso de Héctor es el planteamiento de una ecuacion:
porque la proposicion que é forma es verdadera para x
=12, lo que significa que la igualdad que se convierte en
proposicion verdadera para algunos valores de las varia
bles que laforman es una ecuacion.

X+3=15

x+b=c si x es variable y a,b,c constantes
xX+y=b si x Ay variables y b constante
ax?+ bx +c =0 sixesvariabley a,b,c constantes

¢Cudndo puedes plantear una identidad?

Si tienes laigualdad [x + y]? = x? + 2xy + y? puedes comprobar que se convierte en proposicion ver-
dadera paratodos |los valores posibles de | as variables, entonces esta es unaidentidad.

¢Cudl esladiferencia que observas entre ecuacion e identidad?

.1, Pudiste comprobar que €l grado de una expresion algebraica lo representa e término de mayor
grado, del mismo modo la ecuacién se nombra por el término que tenga la variable con mayor
grado, por esto puedes decir, ecuacion de: primer grado, segundo grado, tercer grado, etc.

ax+b=c es una ecuacion de primer grado con unavariable X a, b y ¢ constantes

3x +2 =17 seconvierte en una proposicion verdaderaparax = 5, yaque

3(5)+2 =17 entoncestiene unasolasolucién

ax’+ bx+c=0  esunaecuacion de segundo grado con unavariable X a, b y ¢ constantes
x?-4=32 seconvierte en proposicion verdaderaparax = 6 * x = -6, porque

(6)?-4=32

36-4=32 entoncestiene dos soluciones.

(-6)2-4=32

36-4 =32

ax®+bx?-cx+ d= 0 esunaecuacion detercer grado con unavariable x ~ a, b ¢y d constantes
Estas ecuaciones tienen tres soluciones.
-2=25 esunaecuacion detercer grado.
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En este curso tendras que practicar |as ecuaciones de primer grado con unavariabley las demés las
practicaras en |os cursos siguientes:

Ecuaciones de primer grado en una variable.

Unaecuacion delaformaax+ b= 0,sa,b& Ry a # 0 esunaecuacion de primer grado en la

variable x.

] _ » ax+b-b=c-b
¢Como hallas el conjunto solucion: {x/ax + b = c}? ax=c-b
Tienes que restar b en ambos miembros de laigual dad: ax=c-b

a a
ahoratienes que dividir ambos miembros por a
X=c-b
a
* Si tienes que determinar el conjunto solucion de: {x/3x - 5 =25}
(Qué sucede si sumas 5 en ambos miembros de la igualdad?
X-5+5=25+5
3x=30 si divides ambos miembros por 3 ;Qué pasa?
3x =30
3 3 entonces el conjunto solucion es:  {x/x = 10}
x =10

&  Hallael conjunto solucién de: 5x + 6 = 3x + I8

Solucion: S5x+6-6=3x+18-6
Sx=3x+ 12
Tienes que restar 6 en anbos miembrosy luego restar Sx-3x=3x+12-3x
3x en los dos miembros ahora divides ambos miem- 'Zx =12 '
bros por 2 &l conjunto solucion es: {x/x = 6} 2x+2 = éz = )
X =

1. Si a ambos miembros de una igualdad le sumas o restas una misma cantidad obtienes otra

igualdad.
2. Si a ambos miembros de una igualdad los multiplicas o divides por una misma cantidad
obtienes otra igualdad.
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& Sitienesquehalar el conjunto solucion de: {x/3x - 2a = 2x + 5b}

Solucion:

Debes seguir |os pasos explicados anteriormente colocando en larayita el término que falta:

sumas 2a en ambos miembros 'y 3x-2a+ =2x+ 5b+
restas 2x en ambos miembros 3X - =2x+5b+ 2a-
(Qué queda en ambos miembros? X=

entonces el conjunto solucidones:  {x/x =2a+ 5b}
* Ahora encuentra el conjunto solucionde: {%x + %4 =%}
Solucién:

Si multiplicas todos los términos por 4 ;Qué sucede?

4(%2Xx) + 4(Ya) = 4(¥2)

2% +1] -2 Recuerda: que para multiplicar quebrados multiplicas
x+1-1 =2-1 numerador por numerador y denominador por numera-
Do = J] dor y denominador por denominador.
X=__
El conjunto que convierte la proposicion en verdadera es: {x/x = }

*‘ Halla el conjunto que convierte esta proposicion en verdadera: 2x-5 =3
2x+ 1

Solucion:

Si multiplicas ambos miembros de laigualdad por (2x +1) ;Qué pasa?

(Ol (2x-5) =3(2x+ 1)
(2xﬁ)

2X-5=6x+ 3
sumando 5 - 6x en ambos miembros obtienes : 2X-5+5- ix = gX + 3+ 5-6x
— X:
divides por -4 queda: ~x=8
4 4
El conjunto solucion es: {x/x = -2} X=-2
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IV.3.2 Valor Absoluto.

La distancia de Santo Domingo a Guerra es de 31 kilometros, desde Guerra a Bayaguana es de 25
kilometros y desde Bayaguana a Monte Plata es de 20 kilometros. Determinala distancia desde Santo
Domingo a Monte Platay desde Monte Plata a Santo Domingo.

(Cudl es la diferencia entre las distancias?

Coldcate en Santo Domingo o en Monte Plata
y elige un sentido positivo 0 negativo con res-
pecto atu posicion.

¢Existealgunadiferenciaen lasdistanciasdes-
pués de colocarte en uno de los extremos?

Elige a Guerra o a Bayaguanay considera un
sentido positivo 0 negativo y determina las
distancias en ambos sentidos. ¢Qué sucede a
la distancia negativa o a la positiva ? ;Altera
su longitud por el sentido en que estan?

SD G B MP
— ™ » -
31 km 25 km. 20 km.

La longitud desde Santo Domingo a Monte Plataes. 31 km + 25 km + 20 km = 76 km y lalongitud
desde Monte Plata hasta Santo Domingo es: 20 km + 25 km + 31 km = 76 km, Si desde Santo Domingo
hacia Monte Plata consideras un sentido positivo y desde Monte Plata a Santo Domingo es el sentido
negativo, puedesdecir que el valor absoluto de ladistanciadesde Monte Plantaes 76 km, y 10 expresas
asi : |- 76 km| =76 km

Entonces, ;Cudl es el valor absoluto de -5? Pues, |-51 = 5, del mismo modo I-n| =n
¢Qué conclusion sacas del valor absoluto?

Si tieneslaexpresion [x + 51 = 8, ; Qué te indica? Pues, que el valor absoluto de X + 5 esigual a8, eso
quiere decir +(x + 5) =8 y que-(x + 5) = 8; entonces tienes que resolver para ambos casos:
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Comprueba el valor x que convierte la proposicion en verdadera:

+(x+5) =8 -(x+5)=8

X+5=8 -X-5=8
X+5-5=8-5 -Xx-5+5=8+5 [x+5/=8 [x+5/=8
x =3 -x=13 3+5/=8 -13 + 5/ =8
x=-13 +8/ =8 -8/ =8

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Encierra en un circulo el valor que convierte la proposicion en verdadera:

1. 3x+5=23 3,6, 9} 6. 7x-1=-2(4x+23) {-1,-2, -3}
2. 8+ 12y=56 2,4, 6, 8} 7. 8a+4=2a+7 £, 13, 14}
3. 19-10m=24-5m {-1,-2, -3} 8. 857-3=7z-9 £1,3,5 7}
4. 52+8x=2Ix+13 {1,357} 9. 4x+6=9x-19 3,57, 9}
5. 3t-10=9t+2 £-1,-2,-3, 4, -5} 10. 2w-53w+1)=31 {1,357}

2. Encuentra el conjunto solucion de:

1. 5x -15=2x-6 6. llm-1=6m+ 2

2. 34-4x =2 +4x 7.5-[4-2x] =4(x-3)-1
3. 10y-21=7y-3 8. 10x =23 + 3[5-3x]

4. 3x-16=7x+8 9. 4dx+5=-2[4-(2+ 3x)]
5.7-2y=9+ 3y 10. 2/5[x-1]+ Yx=1%

3. Coloca en el cuadrito el valor de cada expresion:

1. Six= 2entonces|3x-7|= [ ] 5. Sim= -3 entonces [5m- 2| = ]
2. Siy=-lentonces|9-3y|= | | 6. Sia=% entonces|da+ 5= [ |
3. Sin=-5entonces3n-2= | 7. Sit= %, entonces [\at - Y= ]
4. Sib= 3 entonces|-5b+ 2]=] | 8. Sir=-0.2,entonces|-3.2- 1.2r]F[ ]
4. Determina el conjunto solucion de:
1. PBx-1|=7 | | 6. [2m+5/= 11 | |
2. I5x-1]=9 | | 7. |3y-4|=2 | |
3. lbm-13|=17 | | 8. 3x-7+9=15 | |
4. 2k-1]-4=18 | | 9. 42x+5|-7= 37 | |
5. % 14x-9|+ 2=7] | 10. % [Bm+ 81+ 6 =26 | |
EL ALGEBRAY SUS OPERACIONES 128 CURSO DE NIVELACION



MATEMATICA MESCyYT

Problemas que se resuelven por medio de ecuaciones de primer grado.

¢Queé tiempo tarda laluz del Sol enllegar alaTierra, s
la distancia del Sol a la Tierra es de 150 millones de ki-
|6ometros aproximadamente y lavelocidad de laluz esde
300,000 kilémetros por segundo?

Solucion:

Para solucionar este problema tienes que saber que la
distancia d de un cuerpo con movimiento uniforme, es
igual alavelocidad v por € tiempo t.

Como tienes los siguientes datos: d=vt d = 150,000,000 km
v = 300,000 km/seg

entonces puedes sustituir d y v por su igual y obtienes :

150,000,000 =300,000t ==> t = 150,000,000 + 300,000
t = 500 segundos = 8 minutos y 20 segundos

& Si del dinero que tienes, gastas 1/5 en dulces y %4 en refrescos y atn te quedan $3.00 ;Cudnto
" tenfas?

Solucion:

Lo que tenias eran X pesos, gastaste 1/5 x en dulces y 5 x en refrescos y alin tienes $3.00, entonces
debes plantear:

1/5 x + % x + 3.00 = x multiplicas ambos miembros por 10 para eliminar deno-

10(1/5 x) + 10( % x) + 10(3.00) = 10x minadores:
2x + 5x + 30.00 = 10x simplificas el primer miembro:
30.00 = 10x - 2x - 5x
30.00 = 3x reune las x en el segundo miembro:
x =30.00 + 3
x = 10.00

tenias $10.00

Compraste un libro de matematicay un estuche por $150.00. Si €l libro te costé $20.00 mas que €l
estuche.

(Cudnto te costé cada uno?

(Comprendes la lectura del problema?
(Qué condiciones plantea este problema?
(Cbémo lo traduces al lenguaje matemadtico?
(Cudl debe ser tu respuesta?
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El valor del libro depende del valor del estuche, x esel valor del estuche, por 1o que el libro serax +
20.

Ahora tienes: estuche + libro = 150.

Y como el estuche es x y el libro x + 20, los sustituyes

por variablesy tienes el siguiente planteo: xX+x+20 =150

Tienes que reducir el primer miembro: 2x + 20 = 150

Ahoraresta 20 en ambos miembros: 2x + 2026 = 150 - 20
2x =130

Divide ambos miembros por 2 y obtienes: 2x+2=130+2
X= 65

¢Quién esx ? El estuche ;Cudnto cost6? $65.00
(Cudnto te costo el libro? X+ 20 o sea el costo del estuche $65.00 + $20.00 = $85.00

En un jardin hay 1210 flores entre rosas, jazmines y orquideas, si las rosas son el duplo del jazmin
y Y de las orquideas, ;Cudntas flores de cada clase hay?

Si nombras por x alacantidad de jazmines, las rosas son
2xX 'y como éstas son Y4 de las orquideas, es por que las
orguideas son 4 veces las rosas; entonces las orquideas
son 4(2x) = 8x.

Ahora puedes plantear el problema asi: rosas + jazmines
+ orquideas = 1210 flores

2x +x+8=1210
1lx=1210 ==> x=1210+11 ==> x=110

Hay 110 jazmines, 2(110) =220 rosas y 4(220) = 880 orquideas.

Un automovilista corre a 200 km por hora.
* (Cudntos km recorre en 5 horas?
Recuerda que la distanciaesigual alavelocidad
por €l tiempo:

d=vt v =200km/h * t=25h entonces:
d = 200 km/h X 5h = 1000 km
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El dracma era una moneda griega que circulaba en Palestina en la época de Jesus, equivalia al denario
romano y era el salario de un diadetrabagjo. Si un romano A podia hacer 1/5 de un trabgjo en un diay
otro romano B, ¥4 del mismo trabajo en el mismo tiempo. ¢En qué tiempo podrian terminarlo los dos
juntos? ;Cudnto ganaria cada uno al hacerlo solo? ;Cudnto ganaria cada uno al hacerlo juntos?

Solucion:

Si A hace 1/5 de un trabgjo en un dia, entonces tarda 5 dias en hacer el trabgjo, el otro B tarda 4 dias
en hacer un trabajo del cual hace ¥4 por dia.

Si los dos trabajando juntos terminan el trabajo en x dias, entonces //x eslaparte del trabajo que hacen
juntos por dia, lo que significa que:

Como el romano A hace €l trabajo en 5 dias entonces:

Ix=1/5+ "% seganab5 denariosy el B hace el trabajo en 4 dias se gana 4
1/x = 9/20 denarios.
X=20/9 =2 2/9 dias Juntos ganan 2 2/9 denarios

Casi todoslos problemas de lavidareal puedes plantearlos en formade ecuaciones, para eso es preciso
gue entiendas la parte literal del problema, las formas en que puedes relacionar |as condiciones quete
proporcionaese enunciado; entonces|o traduces al lenguaje simbdlico y luego contestas | as cuestiones
gue te pide el problema.

Existen muchas formas de traducir del lenguaje corriente al lenguaje matematico, tales como:

El duplo de un NUMENO X ...ccueeveeeeiieeiece e 2X

Tres NUMEr0S CONSECULIVOS .....cververuerieieiesie s xx+1,x+2
Tres NUMeros impares CONSECULIVO ........ecuvevveeeereeesieeieeneenens X, X+ 2, X+ 4
UN NUMEIO P ...vevveeeeieeieeeesieseeseeseeeeesseessesseesseensesneesseenes 2X

UN NUMEIO IMP@.....ccveeveeieeieesieeiesieesie e sreesseeeesseenaeeneesseenes 2x + 1

D0S NUMEros pareS CONSECULIVOS........ccverveevereerieeieesseesaeeeens 2X, 2X + 2
Dos NUMeros impares CONSECULIVOS..........coverreeeeseerieeeeseeens 2x +1,2x + 2

o Si tienes que hallar la edad de Julio, sabiendo que equivale al duplo de la de Laura menos 4 afios
’ y ambas edades suman 38 afios, ;Cémo determinas la edad de cada una?

Solucion:

Para hallar estas edades tienes que asignarles una variable a la de menos edad, por gemplo: Laura
tiene x afios y Julio tiene 2X - 4, entonces planteas:
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Laura+ Julio = 38 afios

sustituyes los nombres por variables, entonces : X+ 2x-4=38
agrupando términos semejantes 3x-4=38
despejando x 3X-4+4=38+4
3x =42
3x+3=42+3
Laura tiene 14 afos y Julio tiene 2(14) - 4 = 24 afios x=14

#& Determinatu edad, si dentro de 2 afios tendrés el doble de la edad que tenia hace 4 afios.
Solucion:

Si actualmente tienes x afios, entonces dentro de dos afios tendrds x + 2, pero hace 4 afios tenias x - 4,
si en dos afios tienes dos veces lo que tenias hace 4, lo que significa que puedes establecer la siguiente

igualdad :

X+ 2=2(x-4) que simplificando puedes obtener :
X+2=2x-8 de donde
X+2+8=2x-8+8
X+ 10-x=2x-x
10 =x lo que significa que tienes 10 afios

Es el momento de practicar [0 aprendido

Resuelve estos problemas en la for ma que se te ha indicado:

1. ;Cudl es la edad de Milagros y Rosanna, si Rosanna tiene la mitad de la edad de Milagros y
ambas tienen 63 afios?

2. Determina tres niimeros enteros y consecutivos que sumen 249.

3. Si Grisel tiene la mitad de la edad de Luisa menos tres aiios y la suma de las edades es 69 aiios
¢ Como determinas las edades?

4. Halla el numero que sumado con su duplo es igual a 216.

5. Tu y dos amigos tienen $3800.00, si tit tienes el doble que uno de ellos y $30.00 mas que el otro
¢ Cuanto tiene cada uno ?
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6. Determina las edades de Rosa, Yolanda y Nurys, si la edad de Rosa es el triplo de la Yolanda
y 12 aiios menos que la edad de Nurys, sabiendo que entre las tres tienen 96 aiios.

7. Mildred y Maylenia son vendedoras. Maylenia vende el doble que Mildred y entre las dos
cobraron RD$120.00 ;Cudnto se gané cada una?

8. Determina cuatro niimeros impares consecutivos que sumen 48.

9. Si consigues $50.00 tienes el doble de lo que tienes mas $8.00 ; Cudnto tienes?

10. ;Cual es la edad de Grisel, si sumando 13 afios a su triplo, equivale a un siglo?

IV.4 Desigualdades.
El Pico Duarte esta situado en la Cordillera Central con una aturade 3,175 metros ; en esta cordille-

ra estén varios picos de menor elevacion, como La Paloma [3,150m.], La Rusilla [3,109 m.], Monte
Bandera [2,380m.] y otros, entonces puedes comparar : “El Pico Duarte con Monte Bandera”, “La

Rusilla con € Pico Duarte’, “La Rusilla con Monte Bandera”.
(Cudl es mds alto? ;Como lo expresas?
Pico Duarte > Monte Bandera

La Rusilla < Pico Duarte

(Qué establecen los signos >y < ?
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Observa e cuadro de distancias que hay desde la Capital hacia cualquier ciudad del paisy colocaen
el cuadro €l signo > o <, seguin la ciudad indicada se encuentre a mayor o menor distancia:

DISTANCIA EN AZUA BANI BONAO | COMEN- CONS- COTUI | DAJABON | ELSEIBO | HATO HIGUEY | JARABA- JIMANI
KILOMETROS DADOR TANZA MAYOR COA
120 65 85 255 140 105 305 135 102 145 155 280
S D LA RO- | LAVEGA MAO MOCA MONTE | MONTE | NAGUA PEDER- | PUERTO | RIOS. SABANA | SABANETA
A @) MANA CRISTI PLATA NALES PLATA JUAN | DELAMAR
M
N I 110 125 210 145 270 53 180 335 215 239 155 245
T -
N SALCEDO | SAMANA |SAN CRIS- | SAN FCO. | S.JOSE SAN SAN SANTIA- | SOSUA NEIBA |BARAHONA | STO. DGO.
o G TOBAL OCOA JUAN PEDRO GO
o 160 245 30 135 115 200 70 155 240 230 200 0

Piensa en €l trayecto desde tu casa alaescuela. TU eres unavariable x que vas ocupando posiciones
segun caminas hacia tu destino [la escuela, puedes estar en tu casa, estar en €l trayecto o estar en la
escuela; esto te dalaideadeintervalo, que

Comeeee N E es e conjunto de posiciones que pueden suceder entre
dos puntos especificos.

Si tienes unatrayectoriay marcas dos puntosay b, pue-
des decir que €l conjunto de puntos x comprendidos en- X

tre estas marcas representa un intervalo abierto, donde a b
a es el extremo inferior y b es el extremo superior, s €
punto X puede estar en ay también en b entonces el inter-
valo es cerrado, pero si X estden unadelasmarcasaob
entonces es mixto.

El intervalo abierto |o vas a expresar en laforma: (a, b), at )b
mientras que para el cerrado usaraslaformala, bj a[ To
y parael mixto (a, b] at b 0

[a b) a )b
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significa que un intervalo abierto es el conjunto: A = {x/a < x <b A X € i}, un intervalo cerrado es el
conjunto C = {x/a <x <b < x € R}, un intervalo mixto es uno de los sub-conjuntos : [ = {x/a<x<b
AXER} A D={xlasx<brxENR}

Ejemplos

Dibujar losintervalos:

1L A={x2<x<7sxEN}=(2,7)

Solucion:

Puedestrazar unarectay elegir un punto de partida0, entonceseligesunaescalay comienzasamarcar
haciala derecha del 0, ya que tanto el 2 como el 7 son positivos, asi:

~ ¥~

L
01 23 456

2. C={x/-3=x=5sixe N} =[-3, 5]
Solucion:

Este esuninterval o cerrado, entoncestienes que marcar los puntos-3y 5, después que traces unarecta
numerica con su escala correspondiente, asi:

—=—
5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7

3. I={x/-2=x<T7six€NR}=[-2,7)
Solucion:
Como puedes observar este es un intervalo mixto, o sea cerrado por laizquierday abierto por la de-

recha. Traza unarectay marca el origen, € conjunto de los nimeros negativos los marcas hacia la
izquierdade ceroy los positivos ala derecha del cero, asi :

[—\
5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8 9
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4. D={x/-d<x=3sixE N} =(-4, 3|
Solucion:

Este es otro intervalo mixto, es decir, abierto por laizquierday cerrado por laderecha, traza tu recta
numericay marcas los conjuntos de nimeros reales, asi :

—=]
5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8

5. SA={x/%<x<5AXx€ R}, B={x/-1sx<4drXE R},C={xIx=2 rxE R}y
D ={x/x=-1 A XxE R}, determina: 1. ANB 2. AUB 3.D-C

Soluciones:

1. Paraquepuedashallar loselementos comunesde Ay B es preciso que traces ambos interval os
y asi puedes darte cuenta del conjunto de puntos comunes:

( )
\ U
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 A={x/h<<x<5axeR}

B={x/-1<sx<4arx €N}

A

ANB= -
2 -1 0 1 2 3 4 5

N

={x/h<x<4AXEN}

2.  ¢Queé significa A U B? Pues, todos |os elementos de A mas todos |os elementos de B, teniendo
en cuenta que los comunes se consideran una sola vez.

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 A={x/%h<x<5ax €N}

F } B={x/-1=x<4arXx €N}

[ ) AUB={x/-1sx<5aXxENR}
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3. cQué significa D - C? Pues, todos los elementos que estdn en D que no estdn en C.

2 -1 0 1 2 3 4 5 D={x/x=-1 AX €R}

F C={x/x=2Arx €ER}

f 1 D-C={x/-1<x<2AXENR}
1

Es el momento de practicar [0 aprendido

Dibuja los siguientes intervalos y ponle una A si es abierto, una C si es cerrado y una M si es
mixto, para (x, y) € N.

. A={x0<x<T7} 4. D={yl-6<y<-15}
2. B={y/5<y=<I12} 5. E={x/x=-3}
3. C={x/l-2<x<5} 6. F={yly=<-2}

Encuentra y dibuja cada uno de estos conjuntos.

1. ANB 6. AUF 1. CAB

2. BUD 7. DUBNC) 12. (AUB)-(ANB)

3. A-C 8. CNA 13. B-A

4. EUF 9. DN(AUC) 14. DAA

5. AAB 10. B-(FUE) 15. (FUD)NC
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IV.5 Inecuaciones de Primer Grado en una variable.

El peso de un automdvil mds 30 kg es menor que el peso de un autobus.
Esto significa que tienes que plantearte la desigualdad:

Autobus > Automévil + 30 kg.

y > x+ 30

Si construyes desigualdad con una variable, donde un conjunto de valores de dicha va-
riable convierten la desigualdad en una proposicion verdadera, entonces has formado
una inecuacion.

Si tienes la desigualdad {x/ax + b < ¢ A a,b,c € R}y deseas saber el conjunto de valores de x que la
convierten en una proposicion verdadera, tienes que aplicar |as propiedades de la desigualdad, asi :

resta b en ambos miembros: ax+b-b< c-b
ax < c-b
divides ambos miembros por a ax+a < (c-b)+a

x<(c-b)+a

Ejemplos:
Determinael conjunto que convierte estas desigual dades en proposiciones verdaderas:
1. {x/x+5>8Ax EN}

Solucion:
Tienes que aplicar las propiedades de la desigualdad: X+5>8
Restas 5 en ambos miembros y obtienes: Xx+5-5>8-5
X>3
2. {x/x-3<T7AxEN}
Solucion:
Si sumas 3 a ambos miembros de la desigualdad obtienes: X-3<7
x-3+3<7+3
x<10
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3. {x/3x-5=213 2 x&E N}

Solucioén:
3x-5= 13
Tienes que sumar 5 en ambos miembros: 3x-5+52 1345
3x = 18
3x+3=18+3

divides ambos miembros por 3:
y obtienes el conjunto solucion:

{x/x = 6 A XxE N}

4. {x/8 -2x = 3x +23 A x €N}
Solucioén:

Debes pensar que tienes que reunir las variables en un miembro, entonces:

restas 3x en ambos miembros;

8 -2x 3x +23
5 2§ ] g * ;; 23 -3x resta 8 en ambos miembros ahora divide
8.5 ) )é ambos miembros por -5, recordando que
- X -

al dividir por un nUmero negativo, cam-
15 biael sentido de la desigualdad.

-5x
5x = (-5)

IV IV IA IA A A A
\O)
oY)
I
()

El conjunto solucién es {x/x = 0 A x € N}, recuerda que N = {X/x es un nimero natural }
5. {Ux-5>%(x-8)~rxER}
Solucioén:

(Cémo eliminas los denominadores y trabajas inicamente con enteros?

x-5>1(x-8) Multiplicas ambos miembros por el denomi-
4] Vi x -5] > 4 Y (x- 8)] nador comun: (4)
Xx-20>2x-16 _ _
X-20-X >2X - 16 - X agrupas las variables en un miembro, res-
20>x-16 tando x en ambos miembros, sumas 16 a
220416 >x-16+ 16 ambos miembros, _
-4>X El conjunto que convierte |a desigualdad en
{x/x <-4Nx ER} verdaderaes:
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Es el momento de practicar lo aprendido
Determina y dibuja el conjunto solucion:
1. 2x+4<9-x 3. 4-3m=2m-6

2. 32-5>1-z 4. 2x -5 <7

| Autoevaluacion I

1. Completa con el sentido correcto.

1. Unaigualdad problematicay formada por cantidades conocidas llama
das y cantidadesdesconocidas|lamadas y quesesatisface
laigualdad para determinados valores de las esuna

2. S en ambos miembros de una se efectia una misma se

obtiene otraigualdad.
3. El de una ecuacion se determina por la variable de mayor grado.
4. Las de una ecuacion se determina por su grado.

5. Dos ecuaciones con iguales raices son

6. Segun el nimero de raices de una ecuacion puedes clasificarla en: grado,
grado, grado hasta n

7. Las cantidades que aparecen a ambos miembros del signo = se nombran como

8. La expresion que indica que una cantidad es mayor o menor que otra, es una

9. La es una desigualdad condicional formada por cantidades conocidas
gue son los datos, y desconocidas que con las , Y que se satisface la
desigualdad para un conjunto de valores de las

10. Sia>by b >c, entonces
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11

12

13

14

15

16.

17.

. Sia>byc>0, entonces ac_____bc
.Sia>byc<0,entonces a+c___b+c
.Sia<byc<0, entoncesa~c___b+c
. Sia+c<b+c, entonces
. Sia>byc<0,entoncesac __ bc
Si a<byc<0,entoncesac___bc
Sia<byc>0,entoncesa+~c__b=+c

1I. Coloca en la raya el conjunto solucion de cada ecuacion o inecuacion.

NS

5
6.
7.
8
9

10

02y-43=09-11y
Ay-D=Ty+23-y)
32[x—1]1+2/3[x-3]=3
3+1 = 4

X+2Xx-2x
[X2-x+1]+(x-1)=x+1+(x-1)
(Bx+4)+(6x-5)=2x+5)+@x-1)
Bx+6)-13x-3)=%x+8)-1/5(x+4)
16-4n=0

2X<2x-5
. 3y—4>5y+8

III. Resuelve los siguientes problemas.

1. Encuentratres nUmeros que sumen 72, sabiendo que uno excede aotroen 12y €l tercero es
€l duplo de los anteriores.

2. Cadculalas edades de Ramény Rosa, si laedad de Rosa eslamitad de lade Ramén y hace
20 afios laedad de Rosa era 1/3 de la de Ramon.

3. (Cuadntos caballos y gallos hay en un corral, si se cuentan 82 cabezas y 236 patas?

4. Reparte 1,300 pesos entre Grisel, Rosannay Martha, de forma que a Rosanna le toque €l
doble que a Grisel y a Martha le toque la cantidad que tienen Grisel y Rosanna juntas.

5. Si dos numeros suman 50 y uno aumentado en 8 unidades equivale al otro disminuido en 2.
(Cudles son esos nimeros?
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6. Entre Grisel y Héctor tienen 88 afios. Determina ambas edades si la edad de Grisel es igual
a la mitad de la de Héctor mds 7 afios.

7. Determina el nimero que sumado con sus dos tercios equivale a su quintuplo mas 24.

8. Enunaescuelalosaumnosdel segundo son 2/5 delosde primero. Si en ambos cursos hay
140 alumnos ;Cudntos alumnos hay en cada curso?

9. Untriciclero vende 2/5 del peso de su mercanciaen lamafianay 2/3 del resto en latarde,
si le quedan 60 kg, ;Cudntos kg tenia el triciclo?

10. El profesor de matemadtica califica 30 exdmenes el primer dia y el segundo dia califica 2/5
de los que le faltan. Si atin le quedan 3/8 del total, ; Cudntos alumnos se examinaron?
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EL MUNDO GEOMETRICO

I ntroduccion

Se ha dicho en el marco tedrico, que los objetivos generales de |0s cursos universitarios de nivelacion
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matemética.

Con €l objeto de acanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado ala matemética,
asi como un conjunto de ejercicios que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales que
en cada unidad en que se ha dividido este curso de nivelacion, se presentan.

Objetivos especificos de esta unidad:

En esta quinta unidad del “ Curso universitario de nivelacion” que llevadl titulo “ El mundo geomé-
trico”, aparece una gran cantidad de gercicios, que intentan, ademas de fortalecer el dominio de los
conocimientos y destrezas propias de su contenido, reforzar una amalgama bien amplia de funciones
mentales, como son las capacidades: de razonamiento, de flexibilidad mental, de creatividad, de resol-
ver problemas. Pero sobre todas €ellas, parece importante resaltar como objetivo basico de esta unidad
V, la aptitud de elaborar demostraciones de teoremas o afirmaciones matematicas.

Ya que esta aptitud conllevala gjercitacion...
de un amplio conjunto de procesos mentales, como;
- el aprendizaje de una serie de conceptos basicos::
- la aplicacion practica de los mismos,
- y €l desarrollo de funciones mental es,como
- razonar,
- discriminar elementos
- analizar procedimientos
- identificar los pasos a dar para alcanzar la demostracion o justificacion
evidente de un teorema o expresion geométrica

En sintesis, esta unidad debe ser considerada como fundamental para el enriquecimiento intelectual
que se busca con estos cursos de nivelacidn; ya que al estar acompafiada de figuras geométricas y del
trabajo con espacios, aflade una nueva dimension al gjercicio de las funciones mentales que proponen
las otras unidades, mas abstractas y simbdlicas, como son €l dgebray laaritmética, etc.
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Sistematizacion de ejercicios propuestos para desarrollar este proceso:

De modo que se propone trabagjar un modelo de procesamiento que permita reforzar basicamente la
capacidad de demostracion siguiendo este procedimiento; como puede verse en este gercicio mode-

lo.

Si Pes el punto medio de AB y X es un punto cual-
guierade AB, demuestra que: 2PX = XB — XA

Para esta demostracion tienes que sacar los datos
gue se te ofrecen y con los conocimientos que tie-
nes de los postulados analizados, puedes llegar a la
conclusion deseada, teniendo en cuenta que toda
afirmacion debe tener una justificacion.

Afirmacién Razén
PX + PB = XB El todo es igual a la suma de
PX + XA =PA sus Partes.
PX =XB - PB Despejas PX
PX =PA- XA sumas miembro a miembro.
2PX =XB - PB + P punto medio de AB.
+ PA - XA Eliminando partes iguales.
PA=PB Lgqd. (lo que sequeria de-
2PX = XB - XA

mostrar)

En esta clase de ejercicios lo importante es:

1° El alumno por su lado:

- intentaaisar |os datos basicos de |os enunciados,

- relacionarlos con los conocimientos que tiene de los postulados explicados en cada seccion,

- eir avanzando en la formulacion de afirmaciones justificadas, que van llevandonos alameta
deseada: demostracion de la expresion propuesta (LLqqd:lo que se queria demostrar)

2° Finalmente &l profesor...

- invitard a los alumnos a hacer una reflexion sobre los pasos dados, haciendo un esquema simi-
lar al presentado en el libro; a identificar la clase de relacién y justificaciones propuestas as{

como sefiaar la evidencia encontrada.

- intentaraquelos alumnos den el nombre que suele darse a este proceso, tras unainvestigacion

por internet,
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- entodo caso se ponderaralaimportancia que tiene para el enriquecimiento intelectual el desa
rrollo de este proceso mental.

- por ultimo, recalcara que pueden haber diversos caminos para llegar a demostrar la proposi-
cion, y que lo importante es que cada alumno aplique su creatividad e intente buscar su propio
camino que le conduzca a la afirmacion (Iqqd)

V.1 Introduccion al mundo geomeétrico.

Observa el televisor de tu casa, ¢Qué formatiene? ¢Pue-
des distinguir algun punto? ¢Cuantas lineas puedes
marcar? ¢Se forma algun angulo?

Haz una lista de todos los puntos que observas en el
televisor, las lineas que distingues y los angulos que se
forman.

Este mundo esta rodeado de formas geométricas, desde
gue te levantas hasta que te acuestas. Observa por do-
quier formas geométricas.

Si haces un concurso con tu amigo para saber quien
nota mayor cantidad de formas geométricas en e dia, te
asombrarias.

Cuando recibes los aimentos, tienes necesariamente
que notar las forma geométricas que tienen. Los instru-
mentos gue utilizas tienen formas geomeétricas

Tu escuela es una geometria en todas sus partes: la piza-
rra, €l borrador, la puerta, el aula, € pupitre, e cuaderno,
el 14piz, etc.

La geometria estd contigo y no te has dado cuenta, pero,
¢COmo surge el concepto geométrico que estudias en la
escuela?

¢Tienen alguna relacion las formas geométricas que
observas en tu medio con los conceptos que estudias?
¢Todo lo que observas fue cuidadosamente calculado
geomeétricamente?

El méas grande gedmetra es e Creador, pues te ofrece
una naturaleza llena de geometria: el Universo formala
gran maravilla geomeétrica.
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Observa estahoja: ¢Cuantos puntos distingues? ¢Cuan-
tas lineas puedes sefidar? ¢Qué linea forma su borde?
¢Cuantas lineas se cortan? ¢Cuantas lineas tienen masde
un punto en comuan?

La geometria nace por la necesidad de medir
latierra. Hoy en diatodo tienes que medirlo: €l
tiempo, €l trabgo, las clases, los estudios, etc.,
esto significa que tu mundo es geometria.

V.2 Conceptos Primarios. Postulados.

v =~
¢Qué es un punto? ¢Cuantos puntos necesitas para for- / S N

Tu ropatiene diversas formas geométricas:

Haz una lista con tres objetos, dos ropas, cuatro
utensilios de cocina, tres dulces, dos arboles, un
vehiculo, tres partes de tu cuerpo, de tal mane-
ra que representen formas geométricas e indicaa
qué figura geométrica se te parece.

mar unalinea? ¢Cuantas lineas necesitas para formar un ] \
plano? ¢Cuantos Planos necesitas para formar un cuer- °., \
po? ‘e, !
Afila bien tu ldpiz y dibuja un punto(*), luego proponte P i S e, I.
dibujar muchos puntos sucesivos en cualquier direccion ( ) " ‘
y unelos lo més que puedas ¢Qué estas formando? S e _ ="

Esto significa que puedes trazar lineas rectas o lineas
curvas.

La pizarra es una superficie plana, ;Cudntos puntos pue-
destrazar en la pizarra?;Cuantas lineas puedes trazar en
el plano que representala pizarra?;Que criterio tienes de
superficie?

(Cémo distingues la superficie que observas en
una mesa con la superficie que tiene una roca ?

Estas figuras, son geométricas, marca:
puntos, lineas y superficies.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

I ndica tres gjemplos précticos que te den la idea de punto.

Escribe tres cosas de tu uso que tengan forma de linea.

Escribe tres objetos que expresen la idea de superficie plana.
Escribe tres superficies no planas.

Haz una lista de tus cosas favoritas y expresa su forma geométrica.

OXx=DNE

** La geometria, como las demds ramas de la matematica, tiene su propio lenguaje, por eso se afirma
que el punto, la linea y la superficie son conceptos primarios; esto es, que tienes que admitirlossin
definiciones precisas y aunque sepas distinguirlos.

*A
,oo- . ~ . L B
Geométricamente un punto no tiene tamafo, sino po- *y

sicién, y se nombra por unaletradel alfabeto, seama- em on
ylscula o mindscula

La recta la consideras como lalinea que puedes pro-
longar indefinidamente en dos sentidos opuestos. Una o AD
recta la concibes sin anchura, la cual nombras con
dosletras 0 con unaletra, sea mayUscula o minascula m .
como tu consideres. recta m

M>
'UJ

A

El plano lo concibes como una superficie llana que
es indefinida en toda su extension. El conjunto de to-
dos los puntos forma un plano.

R Para operar con el plano debes entenderlo como la
figura que se forma cuando se cortan cuatro rectas dos
a dos, y lo identificas por dos letras en puntos opues-
Plano R tos, o, por unaletraen su interior, asi:

Plano P Plano AB
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Las relaciones entre punto, recta y plano puedes verlas al observar los dibujos siguientes :

a A
r o acA g
P
. X
1
1
\/
seEPAPNs=n " regpP Y XNy=m
El conjunto de puntos que forma una linea recta lo
[lamas puntos colineales, pero si es un conjunto de
puntos que forma un plano, entonces lo llamas pun-
a B tos coplanarios.

Esta casita de campaiia esta asentada en el plano P,
con una base coplanaria formada por los puntosA, B,
CyD.AyV soncolinealesa igual queByV, Cy
V,DyV

¢Cuadles otros puntos son colineales?

Unarecta divide un plano en dos semi-planos

A
A

El espacio lo consideras como el conjunto de todos |os puntos posibles.

En € lenguaje geométrico se utilizan, con mucha frecuencia estos conceptos: postulado, teoremay
corolario.

¢Queé es un postulado? Pues, una proposicion que se admite intuitivamente, como verdadera, como :

1. Unarecta queda perfectamente definida cuando pasa
por dos puntos.

2. Una recta es indefinida en ambos sentidos. -

> A

wy

Y
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3. La interseccion de dos rectas es un punto.

4. La totalidad de cualquier cosa es igual a la suma de
sus partes.

5. Cualquier cantidad la puedes reemplazar por su

igual.
6. Una figura puedes hacerla cambiar de posicidn y no se altera su forma ni sus dimensiones.
Un plano lo puedes considerar determinado por:

~

AO
Tres puntos no alineados Dos rectas que se intersecan
Dos rectas paralelas Una recta y un punto exterior a ella

Observa estos planos y comparal os con |os postulados anteriores:

¢Qué es un teorema ? Pues, una proposi cion verdadera demostrable.

El teorema es una proposicion condicional, si p, entonces ¢, donde p representa los datos o hipétesis
y glaconclusion o tesis.

¢Qué es un corolario? Es una proposicion gue es consecuencia de otra proposicion.
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Es el momento de practicar [0 aprendido
1. Dibuja:

Un punto y traza 10 rectas por €.

Dos puntos Yy traza todas las rectas que pueden pasar por ellos a mismo tiempo.
Dos rectas que se cortan e indica su interseccion

Dos planos cuya interseccion sealarectaAB

Las rectas a M b = ¢, que se encuentran en el plano P,

Los planos PN R=m, dondelarectar& R & P s€PAs&R.

Los puntos &, by c estdn en el plano P, pero no estén sobre una misma recta.
Los planos ANB=nre A~ r&B,nNr=m

Elplano XNY=a*XNZ=b,sYNZ=¢

Dosrectasay b que se cortan en c y pertenecen a plano A.

T o ER M0 00T

2. ColocaunaV alas proposiciones verdaderasy una F alasfalsas:

1. Por un punto puedes trazar infinitas rectas

2. Por un punto puedes trazar infinitos planos

3. Unarecta pasa Unicamente por dos puntos

4. Unarecta puede contener un punto

5. Un plano queda determinado por una recta y un punto exterior

6. Con dos puntos puedes formar un plano

7. Tres planos con unarecta coman forman un plano

8. S tres puntos no estan sobre una misma recta, entonces forman un plano
9. Tres planos que se cortan tienen unarecta en coman

10. La recta es la distancia entre dos puntos.

11. Tres planos pueden tener una recta comun

12. Tres puntos colineales forman un plano

13. Por una recta pasan infinitos planos

14. Siempre puede pasar unarecta por tres puntos

15. Si dos puntos estan en un plano, la recta que determinan esta en el plano
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V.3 Segmentos y Rayos.

Segmento de Recta.

Si dices que un punto P esta situado entre |os puntosA y (R . . .
B de unarecta, esto quiere decir que : A P B
Entonces tienes una recta R y una parte de R, segmento AP + PB =AB
AB, =R = =
Recta R
¢Qué diferencia encuentras entreAB A AB ? | :
La longitud del segmento AB es la distancia entre sus A segmento AB B
extremos, y la puedes determinar por el valor absoluto
de |B-A|=|A-B| 4 i
4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
** Si P es el punto medio del segmento AB, significa que AB=|2-(-3)| =BA=|-3-2|=5
AP=PB
| , , S AP=PB => AB=2AP=2PB
: ' ! => AP=%AB "PB =%AB
A P B
AP + PB = AB
. . [l | [l
Si Pesel punto medio deAB y X esun punto cual- A! X b B
guierade AB, demuestra que: 2PX = XB - XA
Para esta demostracion tienes que sacar los da- | Afirmacién Razon
tos que sete ofrecen y con los conocimientos que
tienes de los postulados analizados, puedes lle- |PX+PB=XB El todo es igual a la suma de
Ny . PX + XA =PA Sus partes.
gar ala conclusion deseada, teniendo en cuenta
que toda afirmacion debe tener una justificacion. PX =XB - PB Despejas PX
PX = PA- XA
2PX = XB - PR+ sumas miembro a miembro.
+TPA - XA
PA=PB P punto medio de AB.
2PX = XB - XA Eliminando partes iguales.
Lggd. (lo que sequeria de-
mostrar)
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Paratresnimeros a, b y ¢ cualesguiera, se cumplen las propiedades siguientes:

Reflexiva a=aAn b=b ac=c

Conmutativa a+b=Db+aasrab = ba

Simétrica S a = b entonces b = a

Asociativa (a+b)y+c=a+(b+c

Transitiva S a=bab=centoncesa=c

| dentidad a+0=a=0+a
S a>b A b>c entonces a> ¢

Inversa a+(-a=0=-a+ a
S a< bab<centoncesac<c

Comparativa a=bda>boda<hb

Aditiva S a=b, entonces a+c = b+c A a-c = b-c
S a>b, entonces a+c > b+c A a-c> b-c
S a<hb, entoncesa+c< b+c A a-c < b-c

Sustitutiva Si a= b, entonces a puede sustituirse por b.

Distributiva a(b+c)=a + ac A (b-c)a = ba - ca

Rayo o Semi-recta.

Observaal cazador cuando aprietael gatillo, miralatra-
yectoria que sigue la bala, esto te da la idea de rayo o
semi-recta. Tienes un punto de partida, una direccion y
un sentido.

Si eliges un punto de partidau origen A 'y una direccion,
gue eslarectaque pasapor B, entoncestienesel rayoAB
o lasemi-rectaAB. El rayo AB puede aparecer en diver-
sas posiciones, pero siempreteindicacud esel origeny
sobre qué recta se mueve.

-—> > < f >
A B A B A B A 0 B
Establece la diferencia entre la recta AB, e segmento A
ABYy €l rayo AB.
A
S enlarecta AB el punto O esta entre Ay B, entonces|os s A
rayos OA 'y OB estan en una misma direccion, pero con \ B‘ A
sentido contrario. B B
B—> A
Rayos AB
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Es el momento de practicar [o aprendido
A. EscribeunaV alaproposicion verdaderay una F alafalsa.

Por dos puntos pasa Gni camente un segmento rectilineo
El rayo tiene longitud definida
La longitud de un segmento es siempre un nimero positivo
Tres puntos de un plano siempre son colineales
Dos rayos opuestos tienen un mismo origen
El segmento es lainterseccion de dos rectas
El camino mas corto entre dos puntos es su distancia
Un rayo tiene la misma longitud que su segmento
Si A, By C son puntos colineales entoncesAB + BC=AC
. Si O esd punto medio del segmento XY, entonces OX > QY
. Si los puntos X, y, z estdn sobre la recta r, entonces yx es un segmento.
. El rayo AB es equivalente a rayo BA.
. Si ¥2de un segmento es 7, entonces el segmento mide 28
.S M es el punto medio del segmento AB, y MB =7, entonces MA = 14
. Si x representa la coordenada 2 y es el punto medio de pq A p estaen la
coordenada -5, entonces q esta en la coordenada 9.

HOONO O AP E

el
NWN—O

J JUbbObbOobooon

B. Completa correctamente.

1. Tomaunareglay en el borde de los cen-
timetros marca cinco puntos: A, B, C, D
y E luego, determina sus coordenadas:

A= B= C= D=__ E=__ laslongitudes: AB =
AC= BD=__ CE= AE =

2. Enlarectar, mesel punto medio del segmento pqg, entonces :

a S mp=7 entones pg=____

b. Si la coordenada de m es -3, entonces la -
coordenadadepes  yladeqes vy p m q
lalongituddepges

c. Sipg=24y pestaene punto -5, entonces <
mestdenel punto_ ygend

d. Silacoordenadadepes -1 y lade g es
7,entonceslademes_ ypg=__

e. El rayo mp escongruenteal rayo

\/

A
\/

A
Y
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3. SilacoordenadadeA es-6,ladeB = -16 ylade C = 15, AC=
4. Si AB = 24cms., A AC = 3BC, entonces AC = A BC =

5. S P, Q,y R son puntos colineales, buscael quefalta:

a PQ =12, QR =17, entonces PR =
b. QR = 6.75, PR = 28.35, entonces PQ =
Cc. PR =8% QR =59, entonces PQ =
d PQ =85 PR =152, entonces QR =
e. QR = 17.2, PQ = 6.45, entonces PR =

6. Si Cesun punto del segmento AB, de forma que AC = 5AB, pero BC = 32, entonces tienes
gue determinar los segmentosAB y AC.

7. Traza un segmento mn, con los puntos internos p, q, r, de forma que mp = 3x, pq=2x+3,
pg=qr,rn=mp+5. Si mn =51, ;Cud eslamedida de cada segmento ?

8. Si B esel punto medio deACy M esun punto de BC; determinalos segmentos que se forman
si el segmento AC mide 40 cm.

V.4 Angulo. Clasificacion. Medidas.

Concepto de angulo. Clasificacion.

Observa que € reloj, marcalas 3:00, las agujas del
minutero y del horario son rayos que forman angu-
los.

Las ramas de este drbol simulan rayos que te dan una
idea clara de angulos.

-

_ “PENUMBRA

:
{b‘h
&
2

e PENUMBRA

~
~
~

Estos rayos de sol, te indican angulos

¢Cuantas ramas nacen desde un mismo punto en esta
palma?
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Si unrayo AB tiene un punto comun con otro rayo
AC, puedes decir que ambos rayos forman el angulo
BAC o€ angulo CAB, que lo puedes llamar por
una letra: angulo A, o por un nimero en su interior:
angulo 1

Parareferirte aun angulo utilizas el simbolo £ .

Los rayos que forman el dngulo son sus lados y el punto
comun es su vértice, asi ABy AC son los lados del
angulo angulo BAC y A es su vértice.

(Cudntos dngulos hay en la figura ? Nombralos

Los lados del ZAOBson A suvérticees .

Los lados del ZAOC son A y Su vértice
es y loslados del 2BOC son A con su
vértice

C
A, 1
A B
e N
A B

£LBAC=2CAB=/LA=/1

(&
A
\OL}B

Los lados de un dngulo son rayos, por tanto su longitud es indefinida.

La capacidad del disco duro de tu cum- B
putadora expresa dos tipos de dngulos el

Los rayos OA y OB determinan el plano P, pero como O
es comun aambos rayos entonces se forman los angul os:
£ AOB convexo y ZBOA concavo o no-convexo.

El punto X es interno al dngulo convexo pero el punto y
€s externo.
Puedes dibujar dngulos convexos seguidos uno al otro.

Puedes abrir un abanico de mano en las siguientes formas

El £ 1 es consecutivo al Z 2
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Si haces girar el rayo OA hacia arriba hasta ocupar la posicion OB, entonces obtendras un angulo
convexo.

B
_ , 4 Cuando OB esta en ladireccion de OA, has formado un
» \/\ par lineal o angulo llano, o0 angulo de semi-giro.
’
B‘ o ' A’ Postulado : Todos los angulos llanos son congruentes.
Los dngulos consecutivos que forman un par lineal, son B
adyacentes.

Si OB esta en la mitad del par lineal, has formado un
angulo recto. ZAOB o A

A

Postulado : Todos los angulos rectos son congruentes.

A Si OB pasade lamitad del par lineal, tienes un angulo

1 .
T~ obtuso o concavo.
\
- ] >

Pero st OB vuelve a ocupar laposicion de OA, entonces
habras dado una vuelta completa, lo que significa que
formaste un angulo compl eto perigono.

RECUERDA QUE:
Angulo es el espacio formado por dos rayos que se cortan.
58
hjj Los dngulos pueden ser: Llanos, rectos, agudos, obtusos, consecutivos,
5 :;é adyacentes, cdncavos, convexos, completos.

Observa las aspas de la figura, ;Cudntos dngulos se forman?
Marca los rayos opuestos. Ponle nombres a esos rayos y
determina los angulos formados.

Si tienesel angulo LAOB y consusra
yos opuestos se forma el angulo £COD,
entonces estos angulos estan opuestc
por € vértice O, a igua que los angulos
/BOC y £COD.
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Teorema:
Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

¢COmo puedes demostrar que estos angulos son congruentes ?

Antes de embarcarte en una demostracion debes verificar los conceptos que puedes aplicar de los ya
aprendidos que te sirvan de argumentos validos para justificar las proposiciones que debes emplear

para lograr tus fines. c D
¢Queé conoces de los angul os opuestos por €l vértice? 3

0
¢Cuantos angulos forman |os rayos opuestos ? 4
L1, £2, £3, L4, LAOC, LBOD, A B
£1+/£3=/BOD A £3+£2=/£A0C forman un par lineal,

pero LAOC = £BOC [todos los angulos que forman par lineal son congruentes)
entonces:/Z1+ £3=423+ /2 [leytransitivadelaigualdad]
restando £ 3 en ambos miembros, te queda: £1 =/2 y como estos angul 0s son opuestos por el veértice
O, entonces son congruentes.

¢Donde encuentras angulos opuestos por €l vértice ?

Medida de angul os. TN T s
4% 110100 §0%80 7o
. T B0 /s
Esta figura te muestra un transportador, el cual sir- 1807 150"
ve para medir angulos. Como puedes ver esta graduado, Sy - 403 N
con las medidas en grados sexagesimales, desde 0 grado /=60 \ 20%E)
hasta 180 grados, contados de 10 en 10. —170 © 10—}

{— 180" ) 0|

Ir||

‘ & HI 5 - . 7 .
& :El;l 300130 fo/ 1 Si tienes este angulo y deseas saber su medida, debes

130 50 T, colocar €l transportador deformaque el centro quede
Hléf,#()' ) justamente en el vérticey Iuego lees la medida que esta
ErE 2;’01 sobre el lado terminal del angulo.
— 1B [ >

La medida del Z_AOB es70°.

Si quieres hallar lamitad de éste angulo, entonces marcas P 0 B
en ¢ transportador 35°y trazas el OC, que esél rayo ;{xm'oiérl "o
bisectrizdel LAOB . S0
=160
Con € transportador puedes medir cualquier angulo. :ﬂg-
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La Tierra gira alrededor del Sol, pero tarda un dia en dar
unavuelta completaal girar sobre su gje.

Los Babilonios midieron el recorrido de la tierra utili-
zando la base 60, por esto crearon € sistema sexagesi-
mal paramedir angulos.

En este sistema la vuelta completa equivale a 360 gra-
dos sexagesimales y lo expresaron asi: 360. Dividieron
el grado sexagesimal en 60 partesigualesy acada parte
le llamaron minuto sexagesimal. Al minuto sexagesimal
lo dividieron en 60 partesigualesy acadapartelellama
ron segundo sexagesimal.

Un grado es igual a 60 minutos y lo expresas:

1°=60" | y un minuto esigual a 60 segundosy lo indicas
1'=60"

TU puedes crear un sistema de medida de angul os, Unicamente tienes que asignar un valor aunavuelta
completay a partir de ahi puedes armar tu forma para medir angulos.

1g =100m Existen otros sistemas para medir dngulos, tales como:
1m=100s Centesimal inventado por los franceses en la Segunda
GuerraMundial, donde el perigono tiene un valor de 400
grados y un grado centisimal equivale a 100 minutos
centessmalesy un minuto centesimal
equivale a 100 segundos centesimalesy el Sistema Cir-
cular donde un dngulo de una vuelta equivale a 27 ra-
dian.
S BRI .
Toma el transportador y mide lalinea roja de un cuader- % ?;y it a&r*r.-f'p._
no con la primeralinea azul, Pl 4 : 2
¢Cuéntos grados mide? ;Qué angulo forma? P L )
Dibgjalo. - -
— 180* r—
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¢Qué angulo formalaesquinadel escrito- A
rio? ¢Cuanto mide?

90°

El angulo recto mide 90 grados sexa-

gesimales

\J

180 °

y € par lineal mide 180 grados sexagesimales

Dos angulos consecutivos que suman un
angulo recto son complementarios, pero
S suman un par lineal son suplementa-
rios. B

A
/‘

X+ £y =180°

\v > Los dngulos adyacentes son suplementarios

X+ Ly=180°

\

A

A

Operaciones con los angulos.

Los dngulos puedes sumarlos o restarlos, puedes repetir un dngulo n veces si deseas, es decir, puedes
multiplicar un natural por un angulo, o puedes dividirlos en partes iguales.

Toma € transportador y mide un angulo de
60°,simaley réstale 15° y obtendrés dos nuevos
angulos.

L L
o,

ey
60° +15°=75° A 60°-15° = 45° s
Puedes sumar o restar angulos en grados, minu- — 180" L gy
tosy segundos ; pero debes tener en cuenta que:

1°=60"y quel =60".

60° 15 25"
SimzZA=60° 15 25"y mz B=15° 30" 45" pruebaque: +15° 30’ 45"
mZA+msB = 75°46' 10" ymZA -msB = 44° 44’ 4Q" asi: E

590 60! "
mZA+m/B=60°15 25" + 15° 30’ 45"=75° 46' 10" fgj %gi igiﬁ
MZA-msZB =60° 15 25" - 15° 30" 45" =44° 44" 40" —_——
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Smsx=23 18 39" ma y=21° 17" 32" pruebaque 1.2msx+ 3msy = 110° 24' 54

Solucioén :
Debes multiplicar todos los componentes
i P . P 23° 18" 39" 21° 17" 32"
de cac.la dngulo por su coeficiente y luego X 2 o 3
reducirlos: 46° 36' 78" 63° 51" 96"
46° 37" 18" 63° 52" 36"

2m/x+ 3mLy = 46° 37 18+ 63° 52' 36'
= 109° 84' 54" = 110° 24' 54'

5" RECUERDA QUE :

/) Ungrado esigual a 60 minutosy un minuto esigual a 60 segundos. 1° = 60’
= - "= "
Eié 1'=60

2. m4x - Yamsy = 12° 40 04

Solucion :
Tienes que hallar la mitad del anguloy 21° 17 32" /2
paraluego el cocienterestarlo del angulo -20° 10° 38’ 46"
x ahora: 1° = 60"
77
a 23° 18 50 (valor derivado de &) _716—_ 60"
b 22° 78 50" ~oo"
-10° 38 46" -9£
12°  40° 04" 0
3. dmsLy + U3 msx=92° 57 21
Solucion:
Multiplica 4 por m£x y el producto lo reducesde 4[21° 17 32'] = 84° 68 128" =
=85° 10 8
determinando los minutos que hay en 128°=2" 8"
y sumas 2‘ con 68'= 70', donde hay un grado y
10 minutos. 13 [23° 18 39] = 7°46 13"
Divideel £x entre3,23+3 =7y sobran 2° =120,
gue sumados a 18 hacen 138 , que divididos entre 3 = 46
ahoradivide 39" +3=13" 85°11' 8" + 7° 46 13" =92° 57 21"
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4. YamsLx - mLy=6° 50" 13V
Solucioén :

Justifica estos pasos y compruébalos

¥[23°18'39"] = 69° 54 117/4 mly=10° 38’ 46"
-68 17° 28' 59.25"
1°= 60 16° 60’

14 17° 28" 59.25"

=112 - 10° 38" 46.00"

2' = 120" 6° 50 13.25"
237"
- 236"
1

* Determina el angulo que esigual a duplo de su complemento.

Solucion: 4
Tienes dos dngulos x e y que sumados dan un

angulo recto y con la condicién de que y = 2x,
entonces: y

\ 4

msx+ m4y = 90° pero mLy = 2msLx

entonces: mM4Xx+ 2msx = 90°
3mLx=90° » msx=30° ... mLy=2msLx= 60°

* Calculael angulo que esigual ¥4 de su suplemento.

Solucion:
Tienes dos &ngulosA 'y B que su- /
mados equivalen a un par linea, >

y con lacondicién deque: A =%
B, entonces B=4A A+B = 180°
A+4A=180°
5A =180°

A=180° +5=36°

A
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Es el momento de practicar [o arrendido

1. Planteay resuelve:

1. Si Ay B son complementariosy A = 35° 28', entonces B =
2. Siun dngulo M mide 2x, ;Cuédnto mide su complemento ?
3. (En cudnto excede AaB siA=38° 43° yB=16°> 52°?
4. Si unangulo A mide 15° menos que el doble de su complemento B, entoncesA =
y B=
5. S1 Ay B son complementarios y A=2x + 15y B = x - 30, entonces A = y
B =
6. SiMeseltriplode Ny N=30° 25" 157, entonces M =
7. S Cy D son suplementariosy D = 108° 24’ 15" , entoncesC =
8. La medida del suplemento de A es 5x, ;Cudntos grados mide A ?
9. Si Ay B son adyacentes y A mide 20 grados mas que 4B, entoncesA =
y B=
10. S Py Q suman 80y uno es €l triplo del otro. ¢Cuanto mide cada uno ?

2. Determina los &ngulos en cada caso :

a SSA=34° 23 46" y B = 108> 45 18" determina: 1. 2A + 3B

2. %A -%B 3. %[A+%B]

4, 65° A 5. 74° 18" A

\

\

V.5 Rectas paralelas y oblicuas.

Las lineas de una hoja de papel son paralelas. Observa que la distancia entre las lineas de una mascota
tienen las mismas distancias entre si.

forma de paralelismo: N
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Dosrectasr y r, son paralelasy seindicaasi r // 1, r
y a estar en un mismo plano nunca pueden cortarse. r,

Postulado del paralelismo euclideano. Por un punto exterior a una recta, inicamente puede trazarse
unaparalelaaella

V.6 Poligonal y Poligono.

¢Qué es unalineal poligonal?
¢Has visto un laberinto?
¢Queé te representa el panal de abeja?

La poligonal esunalineaformada por segmentos de rectas seguidos uno del otro pero con direcciones
diferentes.

La poligonal cerrada tiene dos regiones del plano que determina, una region interior y otra exterior.

El poligono es una poligonal cerrada, y € conjunto de

X puntos de laregion interior pertenece a poligono.
A Los segmentos que forman el poligono son sus lados, s
el poligono es convexo y tiene sus lados y dngulos igua-
A B les, entonces es un poligono regular.

Triangulo ABC Triangulo 1
Cada poligono se nombra por las letras
de sus vértices, 0 por un numero o letra
en su interior.

Los poligonos segin el nimero de sus
lados puedes nombrarlos, asi: Triangulo,
cuadrildtero, pentdgono, exdgono, hep-
tagono, octagono, eneagono, decagono,
endecégono,dodecagono, pentadecégo-

no, €tc.
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Triangulo.
¢Quéesuntrio ?
El ano tiene tres cuatrimestres.

Las estaciones del afio abarcan tres meses

El triangulo es la figura que se produce al interceptarse
tres segmentos de rectas.

El menor de los poligono es € triangulo y Unicamente
. , <€ >
tiene tres lados y tres angul os. y'd Y

El tridngulo se nombrapor tresletras, una en cadavértice, por e nombre de suslados o por un nimero
o letraen su interior.

C X y
m
2
A B

Clasificacion de los Triangulos.

Los tridngulos se clasifican por sus lados y por sus dngulos:

C
AC = BC SegUn sus lados pueden ser:
1. Isbsceles. Es @ triangulo que Unicamente tiene dos
A B lados congruentes.

Isdsceles a
2. Equilétero. Es € tridngulo que tiene sus tres lados
a=bh=c b ¢ Equilatero congruentes
3. Escaleno. Es € triangulo que tiene sus tres lados di-
f ferentes.
dienf Escaleno
d c
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De acuerdo a sus angul os | os triangul os pueden ser:

1. Acutangulo, si tiene sus tres angulos agudos.
2. Rectangulo, cuando tiene un angulo recto. Acutangulo

3 Obtusangulo, si tiene un angulo obtuso.
4. Equidngulo, si sus tres angul os son congruentes.

Obtuséngulo

A

/7400
cateto ’@/7(,
Q5

cateto

triangulo equiangulo triangulo rectangulo

Es el momento de practicar [0 aprendido

I. Completa con el sentido correcto.

= 2 =

10.
I1.
12.
13.
14.
15.

La unioén sucesiva de puntos forma una
La linea se clasifica en y

Las lineas rectas pueden cortarse en forma: 0

Segtin el postulado euclideano por un punto exterior a una recta Unicamente puede trazarse
una aesarectay solo una.

En dos rectas paralelas interceptadas por una secante |os angulos de fuera son los

y losdedentro de ellas son los
Los dngulos correspondientes entre paralelas son
Los dngulos congruentes entre paralelas cortadas por una secante son los:

] y

Los dngulos entre paralelas cortadas por una secante son suplementarios.
La linea estd formada por segmentos de rectas sucesivos en diferentes
direcciones.

Las lineas poligonales pueden ser ,
La poligonal cerrada estd formada por una regién y otras

El es unapoligonal cerrada.

Los segmentos que forman el poligono son sus

El poligono puede ser 0

El poligono tiene suslados y angul os congruentes.
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16. El menor de los poligonos es €l
17. Un poligono de 15 lados se nombra como
18. El triangulo por sus lados puede ser:
19. Por susangulos el tridngulo puede ser:
20. El triangulo que unicamente tiene dos lados congruentes es el
21. Si e triangulo tiene un angulo recto, se llama
22. El punto comin alastres alturas de un triangulo es el

23. El incentro es el punto comin alastres de un triangulo.

24. El punto comun alas tres medianas de un triangulo es el

25. es el punto comun alas tres mediatrices de un triangulo

26. La suma de los dngulos de cualquier tridngulo es

27. Todo dngulo exterior de un tridngulo equivale a suma de los no adyacentes..

28. Encuentra dos angulos complementarios que estén en larazon: 2: 3

29. Halla dos angulos suplementarios que estan en la
razon 5: 6.

30. SIAB =3/2CD " Pesd punto medio deAB,y P
es € punto medio de CD, hallaAB : CD y CD
-AB.

31. Enlafigura AA’//BB’// CC’, si AB =4cms y BC
=8cms, determinaA'B’'y B’'C'.

32. S E divide los segmentos AB y CD en partes pro-
porcionalesy AD = 18cms, CE = 15cms, AE =
12cmsy EB = 28cms; calcula los demés segmen-
tos de la figura.

33. En el AABC, AD eslahisectriz del angulo A, s
AB =x-2,Cd=xABD = 5x — 8; determina los
lados de los triangul os.

34. Los lados de un tridngulo miden 5, 7 y 9 cms., res- D
pectivamente; determina si es semegjante a trian-
gulo de lados 8, 9y 11cms., respectivamente.

>

35. Los lados de un tridngulo rectdngulo miden 5, 12 ¢
y 13 cms respectivamente; determina los lados
de otro triangulo rectangulo, si su perimetro es 60 D
cms.
A B
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V.7 Transformaciones Geomeétricas.

Transformaciones

Traslaciones.

’ Rotaciones.
A

\ Reflexiones.
y

Imagen de Figuras. Transformaciones.

(Qué es una figura?

Una figura es la forma exterior de un cuerpo.

¢QUuE es unaimagen?
Es la representacién o apariencia de una persona o cosaimitada por €l dibujo.

¢Qué es unatransformacion?

Es el cambio operado en un objeto cualquiera. Como
puedes entender, para que haya cambio es necesario te-
ner una figura original, es decir, debes lograr una imagen
de algo, por lo tanto, tienes una pre-imagen y logras una
imagen.

Las figuras estdn formadas por puntos.

Si deseas transformarlas, debes hacerlo punto a punto.

Transformacion es toda correspon-
dencia biunivoca entre puntos del
plano o del espacio.

Si aplicas unatransformacion T
aun objeto P, obtienes otro objeto I. T:P— |
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Puedes transformar un punto Penotro P y loexpresas. T :P— P

Delamismamaneralaimagen delarectaAB eslarectaA'B’, yaquetransformas. TA -A' " T.B
B - -

Al

Si deseas transformar una figura en otra, debes trans-
formarla punto a punto.

TA—- A , TB—=B; TC —=C

Una transformacion inversa T* va desde laimagen ala
pre-imagen.

T—TTt=Q

TA"— A , TB'—=B; TC —C

Si tienes €l puntoE y le aplicas latransformacion T, obtienes el punto

\ A , I, s a punto le aplicas una nuevatransformacion T,
e =Y E T R

La aplicacion de dos 0 mas transformaciones su-
cesivas. T.,T,, T, ... T ,esotratransformacion, y N

11 2! 3! nl ) - ”
constituye el Producto de Transformaciones. SIEE] VPR Uy & /A ==0a

CURSO DE NIVELACION

MUNDO GEOMETRICO 168




MATEMATICA MESCyYT

P T P’ T, P T, P

El producto de unatransformacion Ty su
inversa T, equivale a la transformacion
unidad.

T* Ti=T1*T =1

Al aplicar la unidad sobre cualquier pun-
to P obtienes el mismo punto P. Esta es
unatransformacion identidad.

1*P—P

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. Allado de cada figura realiza las transformaciones Ty T:

> >
T T,
> >
T T,
> >
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Isometrias. Clasificacion.

JQué significa isometria?

| so significa igual y metria quiere decir medida,
Entonces, isometria significa igual medida.

Las isometrias son transformaciones especiales
donde la pre-imagen y su imagen son congruen-
tes; es decir ,no se alteran ni en sus dimensiones
ni en sus formas:

En la figura anterior si T es una isometria, entonces T. A1 — A2 .. Al =A2

Las isometrias son transformaciones de con-
gruencias que se aplican a la figura sobre si mis-
ma, dejando gque seainvariable las distancias en-
tre los puntos de la figura sobre la cual se aplica.

** El producto de dos isometrias es otra isometria.
** La Transformacion identidad es una isometria.

** g una transformacion T es una isometria, entonces
T! estambién otra isometria.

Las Isometrias son desplazamientos rigidos que se clasifican en: Reflexiones, Traslaciones y Rota-
ciones
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Reflexion:
(Qué significa reflejar?

Coloca un reloj frente a un espejo, luego compara la
horaqueteindicael reloj con lahoraque observasen el

espejo.

La imagen reflejada de una figura geométrica mantiene
la forma y el tamafio de la figura original, pero con una
posicion invertida, e A1y A2 esun gemplo delare-
flexion del Al cuya imagen es el A2.

Ay
Traza una recta YY’ y considera que es un ge de re-
«--lo_n ﬂe?(ién de un punto P que se refleja en dicho eje; produce
< | | > laimagen P .
P D P
YY" eslaperpendicular mediatrizdel ssgmento PP quiere
vy decir que: OP = OP

La reflexion de un punto, es otro punto que se encuentra
a igual distancia del eje de reflexion, y la reflexion de una
linea es otra linea cuyos puntos estan equidistantes del
eje de reflexion.

Y
A
La reflexion del punto P(x,y) con respecto al eje XX’,
s . .. P ('X!y) U D P (Xx y)
es otro punto P’(x,-y). De la misma manera, la reflexién .
del punto P(x,y) con respecto al eje YY’ es otro punto e : ” =
Pixy). de P(x) Ak, )
v
\/
cr 0 C La reflexion de una figura, implica que toda la figura
| i i aparece reflejada.
& A A B El AABC esta reflejado sobre el eje XX’ y produce la
' ’ imagen AA’B’C’, pero sobre el eje YY aparece la ima-
AiB ger1 AA” Bu C”.
\ / c
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s & Recuerdaque

. Si el eje horizontal XX’ es un eje de reflexidn,
entonces Rx transforma el punto P(x,y) en el
punto P’(x’,-y’).

Rx: (xy) = (X, -y)

2. Cuando el eje vertical YY’ es un eje de reflexidn,
entonces Ry transforma el Punto P(x,y) en el

2 2

punto P”(-x,y”)

Ry 1 (xy) = (-x,y)

3. El producto de Rx * Ry forma la isometria cen- Rx * Ry = RO
tral, donde un punto P(x,y) se transforma en P’(-
x’,-y’), lo que equivale a decir que el punto es Ro (X,y) = (-X,-y)

isométrico con respecto a origen.

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. SiEE’es un eje de reflexion, encuentra las imagenes de |os puntos y rectas indicados:

E E

E’

b. Dibuja el triangulo ABC, cuyas coordenadas son: A(2,2), B(4,3)y C(3,7), y luego encuentra
las imagenes sobrelos ges XX’ N YY':

A
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c. Como en la reflexion de una figura aparecen todos sus puntos reflejados, si tienes los verti-
ces del triangulo ABC: A(3,1) , B(7,1) y C(5,4); mas los vertices del triangulo GMS: G(2,2),
M,1) y S$(6,4), observa el cuadro de las reflexiones sobre los ejes y completa los que faltan:

d. Completar cuadro.

Eje XX’ Eje YY' Eje XX’ Eje YY’

R(0X) . A=A(3,-1) R(OY).A=A"( , ) R(0X) . G = G'(2,-2) ROY).G=G"( , )
R(OX).B=B'(, ) R(OY).B=B"( , ) R(OX).M=M( , ) R(OY) . M = M"(-4,1)
R(OX).C=C( , ) R(OY).C=A"(-5,4) R(OX).S=S( , ) ROY).S=S"( , )

e. Construye dos gesy dibuja lasiméagenes de los tridngulos anteriores:

f. Completa el siguiente cuadro, donde R(0,x) es reflexion al eje XX’y R(0,y) es reflexion al eje

YY
Puntos Ejes Imagenes Puntos Ejes Imagenes
A4,3) R(0,%) R(0y) D*(-2,-3)
R(0,y) B(-2,1) E(5,-4) R(0,X)
C(0,-3) R(0,X) F(1,3) R(0,y)

8. Determina la reflexion en el plano de coordenada de los siguientes segmentos con respecto a
losges. XX N YY

Y
Segmento | Origen Extremo 1
AB A(2,3 B(3,5)
CD C(-2,4) D(52) | X|e » X
EF E(-3,-4) F(2,-1)
CH G(4,-2) H(5,-6) !
v
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Traslacion.

¢Queé entiendes por trasladar? Es movilizar un objeto de un lugar aotro, sin que pierda su naturaleza,
ni orientacion.

Si tienes un punto, una recta o una figura, puedes utilizar el plano de coordenadas para la traslacion,
asi:

AY
Y }k Si mueves el punto P(X,y) hasta P’(x,,y,), de manera que
/P x se desplaza h unidades hacia la derecha, mientrasy se
a mueve k unidades hacia arriba, entonces significa que:
yl S X,=Xx+h "y =y+k
P(x.y)
delamismamanera, s el movimiento eshacialaizquier-
day haciaabajo, puedesdecir que:
X< X X > X
x=x-h "~ y=y -k
0 comprobar que:
vY

h=x-x "~ k=y, -y

Si desplazas horizontalmente h unidades hacia la derecha es porque h > 0, pero si h < 0 entonces h se
mueve hacialaizquierda. Delamismaformas k > 0 es porque se mueve haciaarribay s k se des-

plaza hacia abajo entonces es porque k < 0.

Significa que el movimiento horizontal se denota por h y el vertical por k.
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Ejemplos:

1. Enun sistema de ges de coordenadas, donde se en-
cuentra el punto P(3,4), este se desplaza h =2 vy
k = 3 ¢Cudles seran las coordenadas del punto P
después del desplazamiento?

Observa que x se movid 2 unidades horizontalmente y

hacia la derecha, lo que significa que:

X,=Xx+h=3+2=5,

pero y se desplazd 3 unidades hacia arriba, es decir:

y,=y+k=4+3=7 el nuevo punto es P’(x,)y,) =
P’(5,7)

2. Si el punto P(3,4) lo mueves hasta el punto
P’(-2,5) encuentras los valores de hy dek.

Solucién:

Comoh=x,-x A k=y -y ,entonces.

h=-2-3=-5 " k=5-4=1

3. Un punto sedesplazé h=2 y k = -4y se encuentra
ahora en P’(-3,2). Encuentra las coordenadas origi-
nales del punto P.

Solucion:

El punto P se encuentra en:

x=x,—h=-3-2=-5

y=y,~k=2-(-4)=2+4=6

El punto tendrd coordenadas P(5,6)
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4. Los vértices del tridngulo ABC se desplazan h =-3 y k = 2, determina la nueva posicién
del tridngulo si sus vértices son los puntos: A(1,3), B(5,3) y C(3,5).

., A
Solucion:

E
7
7/
7

/

‘] |
[ |
1/ /

;
Y
L _ - /
A
1/

’

/

’

/

Los nuevos vértices son:

| 7
A(1+(-3),3+2)=A’(-2,5) I \ .
B’(5 +(-3), 3 +2) = B’(2.5) T |
C’(3+(-3),5+2) = C*(0.7 - N L
(+( ) * ) ( ) 2 ‘10 1 2 3 4 5

Observa la figura y coloca los vértices  /
delapre-imagen y de laimagen.

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. Observa las figuras de los planos M y N, crea imdgenes de traslacion para: h=-5y k=-3

y

A
\
A
\ /

PN
\_/
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b. La imagen del triangulo ABC es el triangulo A’B’C’, cuyos vértices son: A’(2,0), B’(8,0) y
C’(5,7), si el desplazamiento fue: h =-3 y k =2, encuentra las coordenada del AABC.

c. Los vértices de un cuadrildtero son: A(1,2); B(5,2); C(3,6)y D(7,6), determina su imagen si

conoces que el desplazamiento horizontal es 2 unidades y su movimiento vertical es de 3 uni-
dades.

d. La imagen del cuadrildtero cuyos vértices son A(1,3); B(7,3); C(4,7) y D(8,7) es el cuadri-

latero cuyos vértices son: A’(4,1) ; B’(10,1) ; C’(7,5) y D’(11,5), dibujalos y determina los des-
plazamientos h y k.

Producto de traslaciones.
Si tienes una traslacion T que transforma un punto P en otro punto P’ de manera que T (P) = P,y
existe una segunda traslacion T, que transformaal punto P en el punto P’ de modo que T (P’) — P".
Entonces €l resultado de esas dos traslaciones sucesivas es un Producto de Traslaciones, lo cual se
indicapor T * T, y establece la correspondencia que existe entre Py P”.

En la figura, observa que: &)

., , . _>7
a. Latraslacion T esté definida por el vector PP’.

b. El vector IT’>P” define la traslacion T, .

c. El producto delastrasacionesT * T, esta
definido por la suma de los vectores PP A PP

> A
< ¥

2> 5> —

T*T, =PP'+PP" = PP Yy

1

Anteriormente pudiste trabajar con los vectores, si tienes que sumar el vector A(h,,K,) con el vector B
(h,,k,), obtienes el vector:

A(hk)+ B (hk) =R, +h, k +k)

17
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Si P(x,y) es un punto del plano, y quieres aplicarle dos

‘k ” ” 1)
P(x"y") translaciones A (hl'kl) y B (hz,kz), obtienes la trasla-
- "
R+B cion:
B
P'(¢.Y) R* B =A+B=R(h,+h,k +k)
P(x.y)
Y

Ejemplo:

-
Al punto P(3.,4) aplicarle el producto de traslaciones A * B donde A (2,4) y B (3,5).
Solucioén:

Como se trata de aplicar el producto de traslaciones A * B, al punto P(3.,4), entonces tienes que apli-
car B (3,5) a P(3,4), asi:

B (3,5 . [PGB4)]=P'B+3,5+4) =P’(6,9) ahora aplicas:
A(2,4) al punto P’(6,9) y obtienes:

AQ2.4) . [P (6,9)] = P(2+6,4+9) = P*(8,13) entonces: A * B [ P] = P"(8,13)

Es el momento de practicar [o arrendido:

1. Aplicas al punto P(2,5) el producto de traslaciones A * B, sabiendo que:
A(3.2) * B(2,1) 1
A(2,2) * B4,3)
A(1,3) * B(2,-1)
A(0,3) * B(-1,3)
A(2,3) *B(-2,1)

®opo o

A
\
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Rotacion.
JQué significa rotacion?

Si buscas la palabra rotacion en el diccionario encuentras: “ Accion y efecto de rodar” y ¢qué quiere
decir rodar? “ Dar vueltas un cuerpo alrededor de un ge”.

¢Qué davuelta alrededor de un ge?
Las manecillas de un reloj se mueven alrededor de un

punto fijo, que es el centro de rotacion y segun se van
moviendo forman diver sos angulos de rotacion.
[}

Las hélices de un abanico giran alrededor de un eje, que
es su centro de rotacién y generan angulos de rota-

cion.
AY
Una figura geométrica puede girar sobre un eje y trans- P(X,.Y,)
formarse, seguin describe un angulo de rotacion. \

Observa la figura, la rotaciéon del punto P(x,y) se pro-
duce cuando con una distancia OP, haces girar a P 0 X
apoyando en el centro 0y describiendo el angulo A hasta
llegar al punto P*(x,,y,)

A
4

Y’

\
Tienes el punto P(3,4) y lo haces girar 90°, obtienes el punto P’(-4,3). Debes recordar que:

X, =xcosA-ysenA
x, =3 Co0s90° - 4 Sen 90°
x, =30)-4()=-4

Yy, = ycosA+xsenA
y, = 4c0s90° +3sen 90° =4(0) + 3(1) =3
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Si ahora al punto P(3,5) lo haces girar 180°se transforma en el punto P’(-3,-5) porque la
P(3,5) coordenada horizontal de la imagen siempre serd:

x,=xCosA-ySenA,

x, =3 Cos 180° - 5 Sen 180° 'y como Cos 180° = -1
y sen 180° =0, entonces: x” = 3(-1) — 5(0) =-3
mientras que la coordenada vertical sera

y,=yCosA+xSenA

y, =5 Cos 180° + 3 Sen 180° = 5(-1) + 3(0) = -5 la imagen del punto P(3,5) con un giro de 180° es
P’(-3,-5)

S el giro es de 270°, entonces la imagen de
P(3,5) es P’(5,-3)

porque: A=270°y

x,=xCosA-ySenA

x, =3 Cos 270° - 5 Sen 270°

y como:

Cos27/0°=0 y Sen2/0°=-1

entonces: X, =3(0) —5(-1) =5 de la misma manera: Yy, =y CosA + x Sen A
y,= 5 Cos 270° + 3 Sen 270° = 5(0) +3(-1)=-3

La imagen de P(3,5) con una rotacién de 270° estard en P’(5,-3)

Recuerda que:
- la imagen de un punto P(x,y) con un giro A, tiene como coordenadas el
o] b punto P’(x.,y,), donde:
D) et
}’3 x,=xCosA-ySenA 4 y,=yCosA+xSenA
e
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Si un punto Q(a,b) lo rotas 90° obtienes una imagen Q’(-b,a), si la rotacion es de 180° la imagen es
Q’(-a,-b) y si es de 270° su imagen es Q’(b,-a)

Puedes rotar un tridngulo AOC 'y llevar- A
lo a la posicion A'0OC’, donde 0 es € Centro
de Rotacion y [ es su angulo de  rotacion.

A toda figura a la que se le aplica una rotacién, siempre A
tendra unaimagen homaologay congruente. ’
Para rotar una figura, puedes hacerlo punto a punto si v

conoces sus coordenadas, aungue también puedes rotar
lado con lado.

A

\

La rotaciéon que se hace en sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj genera dngulos po-
sitivos, aunque si giras en €l sentido de las manecillas del reloj estaras rotando en sentido negativo.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. En las siguientes figuras la imagen es la sefialada con 2. Con un transportador determina el
angulo de rotacion correspondiente a cada una de ellas.

2 1

A

}/ 1
< 2 >

A

(\7 | |

w
Y
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2. Completa el siguiente cuadro, sabiendo que: x, =x CosA-y Sen A"y, =y CosA+ X Sen A

_(x.y) Angulo X,y (x.y) Angulo (x,y,)
3.2) 45° (-5,3) 135°
(-4,-3) 30° (2,-4) 120°
(2,-5) 60° (2.5,4) 150°

MESCyT

3. Los vértices de un tridangulo son: A(-2,1), B(2,1) y C(0,4), encuentra €l triangulo imagen en
cada uno delos siguientes casos.

1. Si d punto A(-2,1) hace unarotacion de 30°.

A A

C (0,4)

Recuerda que:
°_3?, Xx,=xCosA-ySen A"y =yCosA+x Sen Ayquecuando se hacelarota-

é\_v/j) cion de un vértice los otros vértices hacen la misma rotacion.

Si e punto B(2,1) hace una rotacion de 90°

Si el punto C(0,4) rota 45°

Si el lado AB hace unarotacion de 60°

Si e triangulo ABC hace una rotacion de 120°, con centro de rotacion en el vértice A.
Usatu imaginacién y crea un ejemplo con datos semejantes a los utilizados anteriormente.

oOukowd
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Simetria.

Simetria con respecto a un centro.

Si tienes un punto O y otro punto A, y le aplicas una

rotacion con centro en Oy angulo de 180°,  obtienes el
punto A’, entonces puedes decir que A y A’ son dos pun- /,O/A’
tos simétricos con respecto a punto 0.

El punto O es el centro de simetriay la simetria con res-
pecto a un punto es una simetria central. Si haces un
giro de 180° al A ABC alrededor de un punto 0, entonces
formas el AA’B’C’.

A0 = OA

** Toda figura tiene otra simétrica con relacion a un centro de simetria.
** La simetria con respecto a un centro es una rotacion, entonces las dos figuras geométricas
con respecto a dicho centro son congruentes.

Simetria con respecto a una recta.
Si tieneslarectaAB, y lospuntos P * P simétricos

con respecto a dicha recta, entonces se cumple que:
PP’ A AB y segmento OA = segmento 0B. P’

Todo punto gque esta sobre una recta, es simétrico de si mismo con respecto
adicharecta.
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El cuadrilatero ABCD tiene un simétrico con
respecto a la recta R, que es e cuadrildtero
ABCD.

Puedes darte cuenta que cada punto del cuadril&
tero ABCD tiene un simétrico con respectoa r en
el cuadrilateroA'B’C'D’.

Larecta R hace lafuncion de gje de simetria, asi
eje de simetria C

puedes tener figuras simétricas separadas por un

gje de simetria.

Las figuras pueden tener: cero, uno, dos, tres,

etc., ges de simetria

[
>

El producto de dos simetrias sucesivas a traves de gjes paral el os es una traslacion.

Si R y R’ son dos rectas paralelas y el Al, entonces su simétrico con respecto a R es el A2, pero el
simétrico del A2 con respecto al eje R’ es el A3. Puedes comprobar que si pasas del Al al A3 has

realizado unatraslacion.

Dos simetrias sucesivas constituyen un producto de simetria, y como dos re-

68 flexiones sucesivas a traves de ejes paralelos equivalen a una traslacion, en-
-J . ’, . .« s
N= tonces un producto de simetria equivale a una traslacion.
iz
-~
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Si el tridngulo ABC tiene un simétrico A A’B’C’ con respecto al eje R, y aparece otro tridngulo A”B”C”
que es simétrico al A A’B’C’ respecto al eje R’ que se intercepta con el eje R, entonces A A”B”’C” es

la rotacion del AABC, con centro en 0 y dngulo AOA”.

Dos simetrias con ejes no paralelos, forman dos simetrias axiales, que equivalen a reflexiones sucesi-
vas, y forman unarotacion que tiene por centro de rotacion lainterseccion de los dos gjes.

1 El producto de dos simetrias con ejes perpendiculares
equivale a unarotacion de 180° siendo €l centro de giro

@ lainterseccion de los dos gjes.

A

Es el momento de practicar [o arrendido

Construye un triangulo simétrico al triangulo ABC, s €l centro de simetria es el vertice C
Si ABCD es un rombo, construye un simétrico que esté a 2 unidades del vértice D.

La recta R corta dos lados de un triangulo y su simétrico. Dibujalos.

Construye los simétricos de |os segmentos AB con respecto al punto 0.

AN e
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wn

. Dibuja el eje y el centro de simetria de un rombo.
6. Dibuja un triangulo escaleno y una recta R, y construye su triangulo simétrico.

7. Dibuja el simétrico de un cuadrado ABCD, a) respecto a un vértice b) respecto a un punto
exterior y C) respecto a una recta exterior.

8. Traza un eje de simetria a:

.Qué son figuras semejantes?

Estas son figuras semejantes:
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Diivic

Las figuras geométricas semejantes tienen sus lados proporcionales y sus dngulos correspondientes
congruentes.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Pon una misma letra a las figuras semejantes:
Todas las figuras geométricas congruentes son semejantes.

oA o @
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2. Completa con la(s) palabra(s) correcta(s).

Laforma exterior de un cuerpo es su

L a representacion de una cosa imitada por un dibujo es su

El cambio operado en un objeto cualquiera es una

Las estan formadas por puntos.

La transformacion de una figura se realiza punto a

Las son transformaciones especiales.

En las isometrias la figura principal y su son congruentes.

L as isometrias son transformaciones de

Las figuras isométricas mantienen la misma entre sus puntos.

0. Lasisometrias son desplazamientos

11. Las isometrias se clasifican en:

12. Laimagen de una figura reflejada tiene la de la figura original.

13. El gede de un punto P, produce unaimagen P’ equidistante.

14. Lareflexion de una linea es otra linea cuyos puntos estdn equidistantes del

15. Dosrectas perpendiculares entre si forman un de coordenadas.

16. La reflexién de un punto P(a,b) con respecto al eje XX’ es y con respecto
a geYY’ es

17. Lareflexion del tridngulo MNP sobre el eje XX’ es y sobreeleje YY’ es

REYooOoSlonkwhNE

18. Movilizar un objeto de un lugar a otro, sin que pierda su naturaleza, ni su orientacion sig-
nifica
19. Si al punto P(x,y) lo desplazas (h k) hastael punto P (x1,y1), quiere decir que:
X, = Ay =
20. S| h > 0 es porque €l punto se desplaza haciala , peros e
desplazamiento es h < 0, entonces se mueve haciala .
21. Cuando k > 0 es porque el punto se desplaza hacia y si k< 0esporquee
desplazamiento es hacia
22. El desplazamiento horizontal se representa por y €l vertical por
23. El producto de dos transformaciones se expresa por
24. El producto de dos vectores del plano equivale ala sumade sus

25. El resultado de la transformacion producto depende del en gque serealicen las
transformaciones.

26. Las manecillas de un reloj se mueven alrededor de un y forman un

de rotacion.

27. S aun punto P(x,y) del plano lo haces girar formando un éangulo A, entonces el punto
que obtieneses P (x,,y,), donde x, = ANy, =

28. Si a punto P(a,b) o rotas 90°, obtienes unaimagen , pero si lo rotas 180° la
imagen sera y si larotacion es de 270° su imagen es

29. Dos rotaciones sucesivas a un punto forman un
30. Larotacion R(0,b) * R(0,a) equivale a
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31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.
38.
39.

Lasimetria de un punto A con respecto aun centro 0, es €l punto , Jue se obtiene
al hacer unarotacion de grados.

Toda tiene otra simétrica con relacion a un Centro de Simetria.

La simetria con respecto a un Centro es una

Todo punto que esta sobre una recta es a si mismo con repecto a esa
recta

Dos simetrias sucesivas constituyen un producto de

El producto de dos simetrias con gjes perpendiculares es una de 180°

con centro en lainterseccion de los gjes.

El cociente indicado de dos cantidades recibe el nombre de
Laigualdad de dos razones es una
Si un punto P se transforma en P’y con un punto fijo O forma una razén k, entonces existe
una OP’/0OP = k.

3. Investiga: ¢Qué son los encofrados?
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V.8 Cuerpos Geomeétricos.

Observaeste gran reloj:

Es un cuerpo geométrico

Los cuerpos geométricos se clasifican en: poliedros y cuerpos redondos.

L os poliedros estan formados por el conjunto
de cuerpos que tienen todas sus caras planas.

L os elementos de un poliedro son sus: caras, aristasy vertices. .

L os cuerpos redondos estan formados por € conjunto de
cuerpo que tienen alguna cara curva.

Estos son cuerpos redondos.

Los poliedros se clasifican en: regulares e irregulares.

Un poliedro esregular, cuando sus caras son poligonos regulares, eiguales entre si. De estos poliedros
solamente existen cinco: tetraedro, exaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Estos son los poliedros regul ares:

V$o &6

TETRAEDRO EXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO
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Diagrama de la clasificacion de los cuerpos geométricos.

Cuerpos geométricos

Poliedros |« »| Cuerpos Redondos
Regulares « »| lrregulares
Tetraedro
Prisma < Cilindros <
Exaedro
Octaedro
Conos <
Dodecaedro
Isosaedro Piramides |«
Esferas <

Teorema de Euler.

El nimero de vértice de un poliedro convexo, W L 2 |yre=e
mas e ndmero de caras, menos € numero de Tetraedro 4 4 2
aristas es siempre igual a dos. Exaedro 8 6 12 2

, - , Octaedro 6 8 12 2
Seav el nuUmero de vértices, ¢ e nimero de caras
y ael nimero de aristas, entonces: v+c-a = 2 Dodecaedro| 20 12 | 30 2

Icosaedro 12 20 30 2
Prisma.
Esta figura tiene forma prismatica:
/1 ; a By Esta computadora tiene forma prismatica.
R kel kit ket T E E‘.

MUNDO GEOMETRICO 191 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

El prisma es un poliedro formado por dos planos, que le sirven de base, y sus caras laterales que son
paralelogramos.

Prismas oblicuo Prisma recto

El prismaesrecto cuando sus caras laterales son perpen-
diculares alas bases, en caso contrario es oblicuo.

Un prismaesregular cuando sus bases son poligonos re-
gulares, en caso contrario esirregular.

La altura de un prisma es el segmento de perpendicular
trazado entre sus bases..

Cubo con cortes planos en varios lugares

La seccion rectade un prisma es la producida por un plano perpendicular a sus aristas laterales.

Los prismas también se clasifican por el poligono de la base en: triangular, cuadrangular, pentagonal,
etc.

Unadiagonal de un prisma es la recta que une dos vérti-
Ces gque No estan en unamisma cara.

Cuando las bases de un prisma son paralelogramos, es
un paralelepipedo, pero si sus bases son rectangulos se
llama ortaedro, del mismo modo si son rombos es un
romboedro, pero Si sus seis caras son cuadrados entonces
es un exaedro o cubo.
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Un paralel epipedo tiene cuatro diagonal es que tienen un punto comun.

N\

El matemético sueco Poinsot descubrio que exis-
ten ademas cuatro poliedros regulares estrella-
dos.

Estos son poliedros estrellados.
El cuadrado de una diagonal de un ortaedro, es

igual alasumadeloscuadradosdelastresaristas
que concurren en un vértice.

P =b?+a?+ h?

Ejemplos:
1. Calcular ladiagona de un ortaedro, si sus aristas miden 4cms, 6cmsy 7cms.
Solucién:
Como d?=b?+a?+h?> yb=4cms,a=6cmsyh =7cms, sustituyendo se obtiene:
d? = (4cms)? + (6cms)? + (7cms)? = 16cms? + 36cms” + 49cms? = 101cms?
d =v101 cms? =10 cms.
1 Determinaladiagona de un ortaedro de 8cms, 9cmsy 11cms., de aristas respectivamente.

Solucion:

Como d?=b?+a&+h?> yb=8cms,a=9cmsyh = 1lcms, sustituyendo se obtiene:
d? = (8cms)? + (9cms)? + (11cms)? = 64cms? + 8lems? + 121cms® = 266¢cms?
d =v266 cms? =16.02cms.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. S a, bycson aristas de un ortaedro y d es la diagonal, completa €l siguiente cuadro:

a b c d
5 7 9
4 7 10
12 15 19.6215
10 9 15.625

Piramide.

Los drboles de Navidad tienen forma piramidal.

La piramide es un poliedro formado por un poligono
como base y sus caras laterales son triangul os.

Las pirdmides pueden ser regulares e irregulares, segiin
lo sea el poligono de la base. Se clasifican en: triangula-
res, cuadrangulares, pentagonales, exagonales, etc.

La altura de una pirdmide es la perpendicular trazada desde €l vértice superior hasta €l plano que le
sirve de base. Cuando la piramide es regular, la alturaintercepta al poligono base en su centro.
A laalturade unacaralateral de unapirdmide sele llama su apotema.

La apotema de una piramide regular, su alturay la apotema del poligono base,

forman un triangulo rectangulo.

Propiedades de una Piramide.

1. Paratoda piramide de n lados, sus caras seran n+1
2. Las aristas y los dngulos diedros serdn = 2n

3. Losvértices sonigualesan+1

4. Los angulostriedros son igualesan

5. Los angulos planos son iguales a4n.
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Tronco de Piramide.
Este es un tronco de Piramide
Tronco de piramide es |a parte de piramide com-

prendida entre la base y una seccion producida
por un plano que corte todas las aristas.

Laalturadel tronco de piramide es el segmento de perpendicular comprendido entre sus bases.
La apotema de un tronco de piramide regular es el segmento de recta que une los puntos medios de
dos lados paralel os de | as bases.

Para un tronco de piramide regular, se cumple que:

1. Las caras |laterales son trapecios isoscel es iguales.
2. Las bases son poligonos semejantes.

Nota Histérica

LA GRAN PIRAMIDE DE KEOPS

En Egipto se encuentra la Piramide de Keops,
llamada también, la Gran Pirdmide, la Primera
Maravilla del Mundo o la Piramide Matemética.
Esta pirdmide, si se divide la longitud del peri-
metro de su base por el doble de su base es-
cuadrada, que mide 232,805, su perimetro sera
931,220. Asi también, su altura mide 148,208,
gue por 2 sera igual a 296,416, y que,si se divi-
de 931,220 entre 296,416, se obtiene 3.14159...
=T JE * L Y. |
En esta piramide sus diagonales prolongadas

encierran el Delta del Nilo, y el meridiano que marca su cuspide, divide el Delta en dos partes
iguales. También este meridiano atraviesa un maximo de continentes y un minimo de mares
y divide de Este a Oeste las tierras habitadas del globo en dos partes iguales.

Los lados de la Piramide se orientan a los cuatro puntos cardinales. Sus sombras marcan con
precisibn matemética las fechas de los equinoccios de la primavera y otofio y los solsticios de
invierno y verano.

La suma de las diagonales de la base, expresada en pulgadas piramidales, marca los afios
precisos para que los equinoccios vuelvan a idéntica posicion y tengan un lugar sobre el mis-
mo punto.
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El codo sagrado o codo piramidal, que es igual a 0.635660 milimetros, aplicado en la cons-
truccion de la Piramide, es exactamente la diezmillonésima parte del radio polar terrestre.

Al multiplicar la longitud de la antecamara real, en pulgadas piramidales (equivalen a 999 pul-
gadas inglesas), por 3.1416, indica la duracién exacta del afio en dias, o sea, 365,242 dias.

Cada lado de su base indica, en codos sagrados, la duracién del afio bisiesto. El producto de
multiplicar el volumen por la densidad de las piedras que la forman (2.06), indica la densidad
de la Tierra, o0 sea, 5.52. La altura de la Gran Piramide en escala decimal, es exactamente

igual a la distancia al Sol.

Superficie de los Poliedros.

El drea o superficie de un tetraedro es la suma de las dreas de los 4 tridngulos equildteros que lo for-
man, y como el drea de un tridgulo equildtero equivale a !4 V3 de su lado al cuadrado, en los poliedros
los lados son aristas, entonces

A=4(4 V312 =3 &

El &rea o superficie de un exaedro o cubo es la suma de
las de las éreas de |os 6 cudrados que lo forman.

Como € &rea de un cuadrado es el cuadrado de la lon-
gitud del lado, y € cubo tiene 6 cuadrados, entonces su
areaes:

A=6&

La superficie de un octaedro equivale a la suma de las dreas de los
8 tridngulo equildteros que lo forman, lo que significa que:

A=8( (4V312) =23 &

El dodecaedro estaformado por 12 pentdgonos regulares
y su superfice es doce veces la superficie de un pentdgo-
no; como la superficie de un pentdgono regular es : A=Y
(V25 + 10V5)L?, esto significa que el drea del dodecae-
dro es: A=12 (% (V25 + 10v5)L2

A=3(V25+ 10\_/5) a
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El icosaedro esta formado por 20 tridngulos equiléterosy su
drea equivale a 20 veces la superficie de un tridngulo equild-
tero; lo que significa que: A= 20 a®/3 =5 a?V3

4
A=52a%V3
Superficie de un Prisma. £
AN E\ D’
B i Ci
La superficie de un prisma es igual a la suma de las dreas i <
de los poligonos que lo forman. ;
‘h
Si se desea hallar la superficie lateral inicamente, y el
prisma es recto, se multiplicael perimetro de la base FloiE
por laatura. A : D
B C Prisma recto
AL=P’a . . . :
Pero s e sistema es oblicuo, entonces se multi-
plica el perimetro de la seccion recta por la aris-
ta
AL =Ph

W=7 W4~ Prisma oblicuo

Para hallar la superficie completa, se suma, a la superficie lateral, la superficie de las dos bases.
S=AL + 2B pero AL=Ph y B =},Pa

S = Ph + 2(*2Pa) = Ph + Pa= P(h+a)

Ejemplos:

1. Calcula la superficie de un tedraedro de 2.3 cms de aristas.

Solucion:

Como el drea de un tetraedro es: A =3 & y a=2.3cms., entonces: A = 1.7321 (2.3cms)?
=3.984 cms?.
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2. Si laaristade un exaedro mide 8cms ¢Cudl es su area?
Solucioén:

Como el drea del cubo o exaedeo es A = 6a% y a= 8cms, entonces A =6 (8cms)? =
=6 (64cms?) = 384 cms®.

3. Deterrmina la superficie de un octaedro de 4 cms de arista.
Solucién:

Como el volumen de un poliedro regular de 8 caras es: A = 23 & ya=4cms, entonces:
A =2V3 (dems)? = 2(1.7321)(16 cms?) = 55.427 cms?

4. Cuantos metros cuadrados de pintura hay que aplicarle a un tanque que tiene forma de un dodecae-
dro, si la union de sus caras laterales mide 4.5m.

Solucién.
Como el drea de un dodecaedro es: 3(v 25 + 10v5)a? y a = 4.5ms., entonces la superficie del tanque

es A= 3(vV25 + 10(2.2361)(20.25 m?) = 3(v25 + 22.361)( 20.25m?) = 3(v47.361)(20. 25m?) =418.08
m?

5. Calcula la superficie de un icosaedro de 2.5 ms de arista.
Solucién:

Como el drea de un poliedro regular de 20 caras es A = 5& V3 y a = 2.5 cms; entonces
A=5(2.5cms)¥(V3 ) = 137.8 cms¥(v/3 ) = 238.39cms?.

6. Determina cuantos métros cuadrados de empariete necesitaun abafiil paraempanetar |a parte lateral
de un tanque de forma prismatica de 20 metros de atura, si su base es un pentdgono de 18 metros
de lado.

Solucion:

Como el drea de un prisma es AL = Ph y la base tiene 5 lados; entonces: P = 5(18 ms) =
90 cms y como la altura es de 20 metros entonces: AL = 90ms (18ms) = 1,620m?.

7. Calcula €l éreatotal de un prismarecto exagonal de 9 cmsdeladoy su alturade 20 cms.
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Solucion:

Como la superficie de un prisma es: A = P(h+a), y el perimetro del exdgono regular de la base es P=6

(9cms) = 54 cms y su apotema es a= % Lv3 = 1 (9cms) V3 = 4.5 cms (1.7321) = 7.794 cms, sabiendo
gue la altura es 20cms, entonces:

S =54cms (20 cm + 7.794 ¢cms) = 54cms (27.794cms) = 1,500.876 cms?.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Grisel quiere saber que cantidad de carton selleva
una caja de 24 pulgadas de largo, 15 pulgadas de
anchoy 12 pulgadas de alto.

2. La superficie de un tetraedro regular es de 652.28cms? hallala arista. —
. Cudl es la superficie de un octaedro de 5cms de arista?

. Halla la superficie de un ortoedro de 8cms de largo, 10cms, de ancho y 12cms, de altura.
. Calcula la superficie de un icosaedro de 8cms, de arista.

SN Y N W

. Calcula la superficie de un dodecaedro, si una cara tiene 8cms de lado y 6¢cms; si las bases de
un prisma son cuadrados de 6.25cms? de drea, calcula la superficie del prisma si su altura
es el triplo de un lado de la base.

7. Calcular la superficie de cada prisma:
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8. Calcula la superficie de un prisma exagonal regular si un lado de la base mide 8cms, y la
arista lateral mide 22cms.

9. Determina la superficie de un prisma recto triangular si un lado de la base mide 8cms y la
arista lateral mide 12cms.

10. Calcula €l areatotal de un prisma recto de 20cms de altura, Si sus bases son eneagonos re-
gulares de 8cms de lados y 5¢cms de apotema.

11. Halla la superficie de un cubo de 24cms de diagonal.

12. Determina la altura de un prisma de 1162.56cms? de superficie si su base es un exdgono
regular de 8cms de lado.

13. Calcula la superficie de un prisma recto exdagonal de 15cms de altura si la apotema de la base
mide 7\3cms.

14. Determina el lado de la base de un prisma triangular de 463.36cms’ de supetrficie si su altura
esde 17cmes.

15. La base de un prisma recto es un triangulo rectangulo de 25cms de hipotenusa y un cateto
mide 7cms. Halla la altura del prisma si la superficie es de 1848cms>.

Superficie de la Piramide.
|

La superficie de una pirdmide es igual a la suma de las
areas de los poligonos que laforman.

Como las caras laterales de una piramide regular son
tantos triangulos iguales como lados tiene el poligono
base, y ya que la superficie de un tridngulo es igual a %2
bh, entonces el area lateral de una pirdmide regular es
tantas veces nbg como lados tiene la base. Pero la base
de cadatriangulo esun lado del poligonoy laaturaesla
apotema de la pirdmide, entonces la superficie lateral de
la piramide esigual a semi-perimetro de la base por la
apotema de la piramide.

AL = ,Pa’
Para hallar la superficie de una pirdmide se suma al drea S=AL+B
lateral, y la superficie de la base.
Pero AL = 4Pa’ y B = 14Pa entonces S ='2Pa’ + VoPa=" P(a +a)
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Ejemplos:

1. El campanario de una iglesia es una piramide recta donde cada
caratiene una altura de 20ms. Si sabes que su base tiene forma
exagonal regular de 12 ms de lado, determina la superficie del
campanario.

Solucion:

Como la base es un hexdgono regular, hay que hallar su drea, que es igual B = 3I? V3 y como el lado
mide 12 m, entonces la base del capanario tiene: b = 3(12m)2v3 = 432v3m? pero una pirdmide hexa-
gonal tiene 6 caras iguales que son tridngulos equildteros y el drea de cada tridngulo es: A =% |2 V3 =
15 (12m)2v3 = 72v/3m2 Como la superficie de la pirdmide equivale al total del Area Lateral + el Area
de la Base, entonces:

S =AL +B = 432V3m? + 72V/3m? = (432 + 72) V3m? = 504v3m?
= 504(1.73)m? = 871.92 m?

2. Determina la superficie de una pirdmide de 12cms de apotema, si su base es un triidngulo de
5cms, 7cmsy 8cms de lados.

Solucion:

Como la superficie de una pirdmide e igual S = AL +B y AL = APa’, S sabes que el perimetro equi-
vale a la suma de los lados de la base, entonces P = Scms+ 7cms + 8cms = 20 cms y como la apotema
es igual a 12 cms, entonces AL = /4Pa’ = % (20cms) (12 cms) = 120 cms?. Después de hallar el area
lateral, hay que encontrar el drea de la base que se determina con la férmula: B = \/p(p—a)(p—b)(p—c),
donde p="% Py a, by csonlos lados del tridngulo, entonces:

B= \/10(10—5)(10—7)(10—8) = V10(5)(3)(2) =+v300=+v100(3) = 10v3 cms? = 10(1.73)
=17.3 cms?
Esto significa que la superficie de la pirdmide es: 120 cms? + 17.3 cms? = 137.3 cms?

3. Halla €l arealateral de una piramideregular, de 12cms., de apotema, si su base esun pentagono
de 8cms., de lado.

AL=%Pa P=8cmsx5=40cms y como & = 12cms, entonces:
AL= 1% (40cms x 12cms) = 240cms?
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4. Determina la superficie lateral de una pirdmide de 15cms de apotema, si su base es un tridngulo
de 6,7 y 8cms de lados.

AL =% Pa’ P=6cms + 7cms + 8cms = 21cms
AL =% (21cms x 15¢ms) = 157.5¢ ms?

5. Calcula la superficie total de una piramide recta, de 20cms de apotema, si su base es un exdgono
de 8cms de lado.

At=AL+B P=8cms x 6 =48cms
AL =1 Pa’ AL =1 48cms x 20cms = 480 cms?
a=%LV3=1%(8V3)=4V3cms
B =1 (4 v3cms x 48cms) = 96 V3 cms?
At = 480 cms?+ 96 V3 cms?= 644.16 cms?

Es el momento de practicar [o arrendido

1. Calcula la superficie de una piramide recta regular de 12cms de apotema si su base es un
exagono de 8cms de lado.

2. Halla la superficie regular de 12cms de apotema si su base es un triangulo equildtero donde
el lado es 3/4 de |a apotema de la piramide.

3. Determina la superficie de una piramide regular de 12 cms de altura si su base es un cuadra-
do de 18cms de lado.

4. Silaaltura de una piramide recta mide 41cmsy la base es un exagono de 9cms de apotema
calcula la superficie de la piramide.

5. Determina la superficie de estas piramides.
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6. Calcula la apotema de una piramide de 402.375m? de superficie si su base es un exdgono de
6m de lado.

7. Determina el areatotal de una piramideregular, si su base esun triangulo equilatero de 8cms
delado y la apotema de la piramide es de 15cms.

8. Halla la superficie de una piramide de 24cms de altura si su base es un dodecdgono de 5cms
delado y 7cms de apotema.

9. Calculala apotema de una piramideregular si su base es un octagono de 9cms de lado y 8cms
de apotema y la superficie de la piramide es de 1296cms2.

10. Si la altura de una piramide mide 15cmsy la base es un cuadrado de 16cms de lado, calcula
la superficie de la piramide.

Volumen delos poliedros.

VVolumen del tetraedro, esigual a producto de la arista
al cubo por V2 entre 12. Es decir:

V=1/12V2a

El volumen de un exaedro esigual alalongitud de
un lado elevado al cubo.

V =ad

El volumen de un octoedro esigual aun
tercio deraiz de 2 por su aristaa cubo.

V=1/3V2a

El volumen de un dodecaedro en funcién de su arista
se determina por laformula.

V = %(15 + TV5) &
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El volumen de un icosaedro se determina con laformula:

V =5/12 (3 +/5) a

El volumen de un ortoedro es igual al producto de sus aristas: V =abc

El volumen de un prismarecto esigua a areade la
base por la altura.

Como el area de un poligono cualquiera equivale a %2
de su perimetro por su apotema.

Entonces V = 14Pah, s llamas B a area de la Base,
entonces

El volumen de una pirdmide equivale a un tercio
del area de su base por la dtura. Si €l areade la
base de una piramide la nombras como B, enton-
ces su volumen es: V = 1/3 Bh.

Ejemplos:

1. Cdcula€ volumen de un tedraedro de 3 cms de aristas.

Solucion:

Como el volumen de un tetraedro es: V = 1/12v2 a3 y a = 3cms., entonces:
V = 1/12v2 (3cms)® = 0.083 x 1.4142 x 27cms® = 3.169 cms®

2. Si laaristade un exaedro mide 5cms ¢Cudl es su volumen?
Solucion:

Como el volumen del cubo o exaedro es V = a®y a = 5cms, entonces
V = (5¢ms)® = 125¢ms®.
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3. Determina el volumen de un octaedro de 2.1 cms de arista.
Solucion:

Como el volumen de un poliedro regular de 8 caras es: V = 1/3 V2 &8 y a=2.1cms,
entonces: V= 1/3v2 (2.1cms)® = 1/3 v2 (9.261 cms?) = 4.366
cms?

4. Cuantos metros cubicos de agua coge un tanque que tiene forma de un dodecaedro, si cada union
de sus caras laterales mide 5m.

Solucion.

Como el volumen de un dodecaedro es: V = % (15 + 7V5) a’y a = 5ms., entonces los galones de agua
que coge el tanque son: V=0.25 (5 + 7(2.2361)(125 m?) =0.25 (5 + 15.653)(125 m®) = =0.25 (20.653)
(125 m®) = 645.406 metros cubicos de agua.

5. Cacula el volumen de un icosaedro de 1.5 ms de arista
Solucion:

Como el volumen de un poliedro regular de 20 caras es V = 5/12 (3 +\/5_) a®y a= 1.5 m, entonces
V=5/12 (3 + 2.2361)(1.5m)3* = 0.4167 (5.2361)(2.25m3) = 4.910 m>.

6. Determina cuantos métros cubicos de agua coge un tanque de forma prismética, si su base es un
exagono de 15 metros por lado y laaltura del tanque mide 25 ms.

Solucion:

Como €l volumen de un prisma es V = Bh, donde B es el drea de la base: = %2 Pa, y P significa el
perimetro de la base, que como tiene 6 lados, entonces P = 6L = 6(15 m) = 90 metros, la apotema del
exdgono es %2 w/3_L; a="% (1.7321)(15m) = 12.991 m., entonces el drea de la base es: B = 90ms x
12.991 ms = 1,169.19 ms?, donde € volumen es:

V =1,169.19m¢s* x 25 ms = 29,229.75 ms®de agua.

7. Cacula el volumen de una piramide cuya base es un cuadrado de 12 cms de lado y la aturade la
piramide es de 15 cms.

Solucioén:
Como labase es un cuadrado, entonces su drea de B =12 = (12cms)? = 144 cms?, y como € volumen

de la pirdmide es un tercio del drea de la base por la altura, se tiene: V =1/3Bh=1/3 (144cms?)
(15 cms) = 1/3(2160 cms®) = 720 cms®
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8. Determina el volumen de una piramide de 15cms. de atura, si su base es un rombo de 8 y 6¢cms.
respectivamente de diagonales.

V=1/3Bh B =1 (8cms x 6cms) = 24 cms?
B=1/2Dd V=1/3(24cms?x 15¢cms)= 120cms?®

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Calcula la apotema de una piramide de 402.375m? de superficie, si su base es un exagono
regular de 6m deladoy si su base es un triangulo equilatero de 8cms de lado.

2. Halla el volumen de un prismarecto, en que las bases son exagonos regulares de 10cms. de
lado y la altura del prisma es de 30cms.

3. Calcula e volumen deun prismarecto si su base es un rombo de 20cms. de lado y su diago-
nal menor mide 24cms. La altura del prima es de 30cms.

4. Determina el volumen de un prisma recto de 12cms. de altura, si su base es un trapecio en
gue la base mayor mide 16cms. y la alturay la base menor son 1/3 de la base mayor.

5. Halla & volumen de un prisma pentagonal de 15cms. de altura, si un lado de la base mide
3cms. y su apotema es de 5.3cms.

6. Determina el volumen de un prisma recto exagonal de 15m de altura, si un lado de la base
mide 5 3/4 cms.

7. Calcula € volumen deuna piramide de 13cmsde apotema, si su base esun exagono de 8cms,
de lado.

8. Determina el volumen de una piramide de 15cms de altura, si su base es un triangulo de 7,
5 y 4cms, respectivamente de lad.

9. Calcula e volumen de una piramide de 20cms de altura, su base es un rombo de 10y 12m
de diagonales, respectivamente.

10. ¢Cudl sera el volumen de una piramideregular de 8 2/3dmsde altura, si su base esun exa-
gono de 4 1/2dms, de apotema?
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11. Determina el volumen de estos poliedros:

12. Se desea pintar la casa de la figura. ; Cudntos metros cuadrados de pintura se lleva?

13. Calcula el volumen de un paralelepipedo rectangulo; si su diagonal mide 15cms., la altura
esde 8cms. y un lado de la base es de 5¢cms.

14. Calculalaarista de un cubo de 90cms® de volumen.

15. Determina €l volumen de un prisma recto exagonal de 15m de altura, si un lado de la base
mide 5 3/4 cms.

Cuerposredondos.

Los cuerpos redondos son: cilindro, cono y esfera. El
cilindro recto es también conocido como cilindro de re-
volucién . El cilindro se forma por un rectangulo que
giraarededor de uno de suslados. El lado opuesto a gje
de giro es la generatriz y genera la superficie lateral del
cilindro, los lados perpendiculares al e de giro generan
los circul os béasicos.
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Estas latas de pintura tienen forma cilindrica. Puedes
hallarle su superficie para saber la cantidad de material
gue se lleva fabricarlas y también puedes determinar
su volumen.para saber que cantidad de pintura contie-
ne cada lata. La superficie de un cilindro es el drea de

su forma circular, sumada a area de la suma de sus
bases.

La superficie cilindrica es un rectingulo que tiene como base la longitud de la circunferencia y
como alturalamisma del cilindro.

Como € cilindro tiene dos circulos como A
T bases y el érea de un circulo equivale a
7t por radio al cuadrado, entonces la su-
perficie del cilindro es igual al drea de

h las dos bases mds el drea de la superfi- 2mtr

cie cilindrica; o sea: S = 2mtr? + 27trh.

S ahora sacas |os factores comunes ob- S = 27tr? 4+ 2mrh.
L tienes una formula para encontrar la su-
perficie de un cilindro, es decir:

Ejemplos: S = 27tr(r + h).

Si deseas armar un tanque redondo que tenga como base
dos tapas de 10 pies de diametro y una altura de 20 pies
¢Que cantidad de material necesitas?

Solucion:

Como las tapas del tanque tienen didmetro de 10 pies esto indica que r = Spies, porque el radio es la
mitad del didmetro, y como h = 20pies, esto indica que si : S = 2mr(r + h). y 7= 3.14 entonces:
S =2(3.14)(5pies)(Spies + 20pies) = 31.40 pies(25pies) = 785 pies cuadrado de material.

Si ahora deseas saber qué cantidad de pintura tiene cada una de estas latas, sabiendo que tienen 12
pulgadas de altay 6 pulgadas de ancho.

Solucioén:
Como la base tiene 6 pulgadas de ancho, y la base es un circulo, entonces tiene 3 pulgadas de radio,

y como el drea del circulo es 7t por radio al cuadrado, entonces se tiene el drea de la base es B = ur? =
3.14 (3 pulgadas)? = 3.14 x 9 pulgadas cuadradas = 28.23 pulgadas cuadrada. Pero el volumen de un
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cilindro equivale al drea de la base por la altura, sabiendo que la altura es 12 pulgadas, entonces V =
28.23 pulgadas cuadradas x 12 pulgadas = 338.76 pulgadas cubicas.

El Cono:
Este gorrito de cumpleafios tiene forma conica:
El cono de revolucién o simplemente cono, es laporcion

de espacio delimitada por una superficie de revolucion
conicay un plano perpendicular a ge.

A

Como puedes ver, el cono tiene un circulo que le sirve de base y parte lateral, pues es una superficie
conica

La superficie del cono la determinas con el drea de la base sumada al drea de la superficie conica.

La base siempre es un circulo, cuya drea es B = rtr? y la superficie conica es un tridngulo circular, cuya
base es lalongitud de la circunferenciade labase y su altura esla generatriz que dio origen a cono.

Como € areade un triangulo es lamitad de |a base por
laaturay labase eslalongitud de la circuferencia, que
es 2m por radio, y la altura es la generatirz g, entonces el
&reade la superficie conica es:

A=2nmrg+2=mrg pero lasuperficie del cono incluye
el areade su base, por tanto: y si sacas|os factores comu-

nes la puedes simplificar asi:

— 2
S=mr+mrg S= mr(r+g)
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Ejemplos:

1. Calculalacantidad de cartulina que lleva confeccionar 300 gorritos de cumpleafios, si deben tener
12 cms de diametro y la generatriz conica es de 15 cms.

Solucion:

Como el drea conica es: A = mrg), y el radio es %4 del didmetro, es decir r = 6¢cms., como g = 15cms,
entonces : A = 3.14(6¢cms)(15cms) = 3.14 (6cms)(15cms) = 282.6 cms?, significa que un gorrito se
[leva 282.6 cms?de cartulina. Entonces 300 gorritos se llevaran: 300 x 282.6 cms? = 84,780 cms? de
cartulina

2. Determina la superficie de un cono de Scms de radio y 12cms de altura.

Solucion:

Como la superficie del cono S = mr(r + g) y r = Scms., y g = vh? + r2, entonces:

g=vh2+r2=v(12)? + 52 = V144 + 25 =169 cms? = 13 cms. Ahora puedes determinar el 4rea total,
que es S = 3.14 (5¢cms)(5cms + 13cms) = 3.14 (Scms)(18cms) = 282.6 cms?.

La Esfera

Observa esta pelota, tiene forma esférica.

Este globo terraqueo, tiene forma esférica.

Esto significa que la esfera es un cuerpo redondo, que
generalmente se forma al girar una semicircunferencia
alrededor de su diametro.
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S deseas saber qué cantidad de material se necesitapara
armar esta pelota, tendrias que debaratarla 'y verias que
equivale a 4 circulos. Como el drea de un circulo es 7r?,
entonces tendrias 4 7ir?; suponiendo que el diametro de
la pelota es de 30 cms, entonces el radio seriade 15 cms,
por tanto, el material que necesitas es: 4 mr? = 4(3.14)
(15cms)?. Es decir: 12.56 x 225cms? = 2,726¢cms? de
material.

Si ahora quieres |lenar la misma pelota de agua, cuantos cms de agua necesitas.

Pues tendrias que multiplicar 4/3 de Pi (;t ) por la longitud del
radio elevado a cubo, o sea:

i _ﬁ: El I"'-'. .
T

V =4/3nr® = 4/3 (3.14)(15cms)® =4/3(3.14)(3375¢ms®)=
V = 14,130 cms cubicos de agua.

'
Iim=a

2

i

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Determina la superficie lateral de un cilindro recto, de 12cms, de altura, si sus bases tienen
8cms. de diametro.

2. Calcula el radio dela base de un cilindro recto de 226.8cms? de superficie lateral, si su altura
mide 12cms.

3. Halla el areatotal deun cilindro deresolucion de 10cmsdealtura, si € radio de la base mide
4cms.

4. Calcula el area total de un cilindro recto de 12cms, de altura, si € diametro de la base mide
6Ccms.

5. Calcula €l érea lateral de un cilindro de 8m, de diametro s su altura es de 24m.

6. Determina la altura de un cilindro de 628cms? de area, s €l radio de la base es de 10cms.

7. El radio deuna columnacilindricatiene58cmsy su alturaesde4m. scual esel arealateral

de la columna?

8. El radio de la base de un cilindro es la quinta parte de su altura. Si la generatriz mide
20cms. calcula la superficie lateral del cilindro.

9. Halla el area total de un cilindro donde la superficie lateral equivale a la superficie de las
basesy la altura del cilindro es el triplo del diametro. El radio de una base mide 3.2m.
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10. Un cilindro de 314dms’ de é&rea lateral y 132dms, de altura. Calcula €l érea de las bases.
11. Determina la superficie de estos cuerpos redondos:.

F© O

|I5rn dm

A &

_‘_.-'l -
15 ami
— 8cm —
12. La superficie total de un cono es de 204.1cms. Calcula el radio de la base si la generatriz

Eme
mide 8cms.

13. Si lalongitud de la circunferencia de la base de un cono recto es de 28.26m y la generatriz
esde 15m, hallael érealateral.

14. Si @ érea delabase de un cono esde 12.56cms’ y la superficie total es de 31.4cms?, hallala
altura del cono.

15. Calcula la superficie estas esferas:.
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Volumen de los cuerpos redondos.

Volumen del Cilindro.
S

El volumen de un cilindro equivale al érea de su base por la altura.
V = Bh. Como la base es un circulo, entonces B =mr?, por lo que: h

V =nr?h. \::U_‘

Ejemplos:

1. Determina cuantos cms cubicos de refresco se necesitan para llenar este paguete, si cada lata tiene
6 cms de diametro y 12cms de altura.

Solucion:

Como el volumen de una lata es V =mr?h y d = 6 cms, por tanto r = 3cms si h = 12, entonces V =
3.14(3cms)?(12cms) = 3.14 (9cms?)(12cms) = 339.12 cms®,

Lo que significa que para llenar las 6 latas se necesitan 339.12 cms® x 6 = 2,034.72 cms?®.
2. Calcula€el volumen de un cilindro de 5 cmsderadioy 15 cms de atura:
Solucion:

Como el volumen de un cilindro es: V =rtr?h y r =35 cms, h = 15 cms; entonces
V =3.14 (5¢cms)(15¢ms) = 3.14 (25¢cms?)(15¢ms) = 1,177.5 cms®.

Volumen del Cono.

El volumen de un cono recto es igual a un tercio del producto del drea de su base por la altura. V =
1/3 Bh, y como la base es un circulo, entonces B = tr?, de donde: 'V = 1/3 mir*h

Ejemplos:

1. Rosita desea saber que cantidad de gofio tiene que
utilizar para llenar los conitos en el cumpleafnos de
Eros, y como los conitos forman conos de 6 cms de
diametro y 18 cms de altura, entonces o que nece-
sitaes hallar el volumen de cada cono.
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Solucioén:

Como el volumen de un cono es un tercio del érea de la base por la altura, y la base es un circulo
de 3 cms de radio, entonces Rosita puede utilizar la formula: V =1/3 Bh = 1/3 mur? h = 1/3(3.14)
(3cms)?(18cms) = 169.56 cms.3 Significa que cada gorrito se llena con 169.56 cms3 de gofio.

1. Halla el volumen de un cono de 12 cms, de altura 9 cms, de radio en su base.

Solucion:

Como el volumen de un cono es: V = 1/37r?h, y h = 12 cms y r = 9cms, entonces L
V =1/3 (3.14)(9cms)? (12cms) =1,017.6 cms®.

Volumen dela esfer a.

El volumen de una esfera es 4/3 del radio elevado al cubo.

V=4/3n13

Ejemplos:

1. Se desea hacer unabola de cemento que tenga 250 ms.
de diametro ¢Qué cantidad de mezcla se necesita?

Solucion:

Como el volumen de una esferaes: V=4/3nr®yr="%d,y d= 125 ms, entonces:
se necesitan : V =4/3 (125ms)® = 4/3 (3.14) (1,953,125 ms®) =8,177,083.33 ms® de mezcla.

2. Calcula el volumen de unaesferade 8 cmsderadio.
Solucion:
Como el volumen de una esfera es: V = 4/3 sir® y r = 8cms, entonces

V =4/3(3.14)(8cms)® = 4/3 (3.14)(512cms?®) =
V =2,143.573 cms?®
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Es el momento de practicar [0 aprendido

Determina el volumen de un cilindro de 6¢cms de diametro y 15cms de altura.
Halla la altura de u cilindro de 4cms de radio y 502.4cms® de volumen.

Si laalturadeun cilindro es 1/3 del radioy € radio mide 6cms. Halla el volumen.
Halla el volumen de un cilindro de 8cms de altura, s €l radio es 1/2 de la altura.

Determinala superficie y el volumen de estos cuerpos redondos:

@k wbh e

6. Silageneratrizesel dobledel radioy el volumen del cono es de 502.4cms®. Halla la gene-
ratriz.

7. Calculalaalturadeun cono de48cmsde generatriz, sabiendo que el radio dela base mide
26cms.

8. Enun conorecto lageneratrizes el doble del diametro de la base cuya circunferencia es
de 18.84. Calcula e volumen.

9. Calcula€ volumen deun cono, si laalturaesel doble del radio y la circunferencia mide
6.28cms.

10. Determina el volumen de un cono, si la generatriz es 1cm mayor que la alturay € radio
es 7cms menor que la altura.

11. Lalongitud delabasedeun conoesunacircunferenciade 24cms. Halla el radioy el volu-
men del cono si la altura es 1/3 del radio. Halla €l area de una esfera de 5cms, de radio.

12. Halla el volumen de estos cuerpos.

13. Calcula € radio de una esfera, cuando
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UNIDAD VI

INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

| ntroduccion

Se hadicho en el marco tedrico, que |os objetivos generales de |0s cursos universitarios de nivelacion
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes relacionadas a la matematica.

Con € objeto de alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado a la matematica
axial como un conjunto de ejercicios, que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales
gue en cada unidad en que se ha dividido este curso de nivelacion, se presentan.

Objetivos especificos de esta unidad:

En esta sexta unidad del “ Curso universitario de nivelacion” que lleva € titulo “Introduccion a la
Estadistica’ se busca ofrecer al alumno una serie de conceptos elemental es sobre estadistica. Asi pues,
esta unidad tiene como objetivo principal ofrecer a los alumnos. algunos conceptos bésicos de la
estadistica, de modo estos pueden comprender la informacion que sobre datos sociales que aparecen
constantemente en la prensa, en los libros y en los informes elaborados por centros de investigacion
sobre hechos y fenébmenos de la sociedad.

Entre los objetivos que esta unidad intenta al canzar estan:

desarrollar en el alumno:
* |as capacidades de elaborar conceptos,
* |as capacidades de relacionarnos para construir una especie de mapa cognitivo
* |as capacidad de aprender a discriminar un conjunto amplio de conceptos

Por lo que se recomienda realizar los gercicios de esta unidad para completar €l desarrollo de las
funciones mentales que se han propuesto desarrollar en este curso de nivelacion, como son el afianza-
miento de.

. la capacidad de discriminacion de las situaciones del gjercicio.

. asi como afianzar los automatismos de estos procesos mentales
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Sistematizacion de esta clase de g ercicios par a esta unidad

Escoge una seccion de texto de la Unidad VI y establece estos pasos:

1° Elaboraun listado de palabras o conceptos importantes expresados en esta unidad.

2° Intentaconstruir un mapa cognitivo en el que seindiquen susinterrelaciones, al mismo tiempo que
las expliques.

3° Este gercicio puede repetirse con otras secciones paraintentar construir un esquema completo de
los principales conceptos e interrelaciones que existen en la unidad.

VI.1 Introduccion a la Estadistica.

L os fendbmenos sociales, econdmicos, fisicos, politicos,
comerciales, industriales, etc., que suceden en nuestro
paisy en e mundo, necesitan de métodos &giles que den
resultados que te permitan su comprension; es entonces
cuando aparece |la estadistica para medir las situaciones
del pasado, su variabilidad y la probabilidad de ocurren-
ciaenel futuro Laestadisticaes, pues, latécnicaque uti-
lizala ciencia para recol ectar, presentar y analizar datos
con un fin determinado.

¢Quédio origen ala estadistica?

1 Lanecesidad de realizar censosy recuentos.

2 Losjuegos de azar.

3. El estudio de errores de medidas

4 Lainferenciainductiva, con base en datos empiricos.

¢Por qué debes saber estadistica?

Para poder interpretar las encuestas que se realizan y
la recopilacion de los datos que originan las actividades
gue desarrollan las instituciones y organizaciones de la
sociedad.

*** ;Qué harias para conocer la opinion que tienen to-
dos los aumnos de tu escuela sobre la forma de sus pro-
fesores ensefiar |a matematica?

(Qué criterios seguirias para lograr tal fin? ;Cudl es
la poblacién a investigar ? P = Poblacién = {x/x es un
alumno de la escuela}
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¢Como eliges una muestra de esa poblacion?
M ={curso A, curso B, curso D} MC P

La Poblacion es tu Universo, en el estudio de una deter-
minada investigacion y la muestra es un sub-conjunto
del Universo.

¢Cuadl es el Universo que utilizarias s te asignan que in-
vestigues sobre |os deportes en tu escuela? ¢Qué muestra
elegirias ? ¢COmo recolectarias |os datos?

VI.2 Recoleccion de Datos.

¢Queé son |os datos estadisticos? Pues, €l conjunto de valores asignados a cada elemento del Universo
gue formas en una investigacion.

¢Como pueden ser los datos?

Si deseas conocer algo sobre la estatura de cada uno de tus comparieros de escuela :

¢Cuad estu Universo?

U = {x/x es un alumno de |a escuel a}

¢Cual estu muestra?

M = {x/x esun alumno del curso Ay B} ¢Cuales datos obtienes?

D = {x/x es el tamafio delosalumnosdel curso Ay B} ¢Qué variable utilizas? Pues, x = altura

¢COmo son los datos? Cuantitativos, porque hay gue representar con un numero la altura
cada elemento de la muestra.

¢Cuadl es € atributo? El tamafio de cada alumno.

Por el contrario: Si los valores asignados a cada elemento de la poblacion son, por
sus cualidades sexo, sabor, color, tamafio, entorno, etc. los datos son
cualitativos; pero aquellos valores que se obtienen por mediciones o

0‘\? conteo, es decir, son valores numéricos, los que asignas a cada ele-
N— mento del Universo, entonces, estos datos son cuantitativos.

"
*** G ahora quieresinvestigar sobre el color del uniforme de tu escuela. ¢Como son |os datos?
Como €l color es una cualidad, entonces los datos son cualitativos.

Después de seguir el procedimiento adecuado para obtener los datos, entonces tienes que planificar
una actividad que produzca estos datos, es decir tienes que hacer € experimento.
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¢COmo pueden ser lasvariables?

Si puedestomar cualquier valor dentro de un conjunto de valores, lavariable cuantitativa es continua,

como, por ejemplo, si debes hacer una encuesta de |a estatura de los alumnos de tu curso, pero si solo
puedes tomar valores aislados de un conjunto, la variable es cuantitativa discreta, como cuando una
investigacion se hace con €l nimero de hijos de un matrimonio.

¢COmo puede ser la técnica de muestreo?

Si cada elemento del Universo tiene la misma probabilidad de ser escogido, €l muestreo es aleatorio
simple o deloteria. Pero si haces una particion del Universo en sub-conjuntos entonces el muestreo es
por conglomerado, y si seleccionas como muestra una parte de la poblacién que te parece conveniente,
entonces el muestreo es deliberado.

*** G quieres investigar la opinion que tiene el curso
sobre el profesor defisica, en e sentido de si conviene o
Nno conviene, y nNo quieres preguntarle a cada compariero,
pero si deseas que la investigacion refleje el sentir del
curso, y para elegir la muestra echas en una funda todos
los niumeros de los estudiantes del curso. ¢COmo es la
muestra? Pon gjemplos de como utilizas los diferentes
tipos de muestreo.

*** G quieres determinar cuantas personas visitan por dia el Centro Olimpico Nacional; ¢(Cual estu
Universo o poblacién ? ¢Como escoges |os datos ? ¢Qué tipo de muestra utilizarias?

*** S deseas saber €l peso promedio de los aumnos de tu escuela. ¢Como eliges la muestra? ¢;Que
harias para recolectar |os datos?

Disposicion y Clasificacion de datos: Distribucion de frecuencias.

B Manuel, del Colmado San Pedro, recibe 30 paquetes de
arroz arazon de 16 onzas por paguete, pero antes de re-
cibirlos pensd que no todos tenian una libra, entonces
decide pesar todos |os paquetes y obtiene los siguientes
datos: 8 paquetes tienen 14 onzas; 2 paquetes, 15 onzas;
5 paquetes, 16 onzas; 9 paguetes, 13 onzasy seis pague-

testienen 12 onzas.
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Organizalainformacién de acuerdo con lavariable que es € peso en onzas, de menor amayor, asi :

Aqui tienes los datos en una tabla que te
Peso de 30 paquetes de arroz indica la organizacién y clasificacion de

. . los datos obtenidos con la frecuencia en
Valores de la variable Frecuencia absoluta
Peso 6N Onzas R gue se presentaron. Esta es una Tabla de
: Frecuencia
12 6
13 9
14 8
15 2
16 5 <— Tablade Frecuencia

Esta tabla te ofrece diversas informaciones sobre la muestra : € mayor nUmero de paquetes de arroz
estaentre 6y 9. Solamente hay 2 pagquetes de 15 onzasy 5 paquetes de 16 onzas. Estas son las infe-
rencias estadisticas.

Aparte de todas estas informaciones, es preciso conocer €l porcentaje de la muestra que corresponde a
cadavalor delavariable, esto es, lafrecuencia relativa [%fr].

Si n esel tamafio dela muestray f eslafrecuencia que corresponde a valor x de lavariable, enton-
ces. %fr = (f + n)100%

A latabla de frecuencia anterior, puedes agregarle la columna de frecuencia rel ativa, determinando el
porcentgje de frecuencia para cada peso :

x, =12,f=6, n =30 entonces : %fr = (f + N)100% => (6 + 30)100 = 20%
x,=13,f=9, n =30, entonces : (9 + 30)100 = 30%

X, =14, =8, n = 30, entonces : (8 +30)100 = 26.67%
x,=15,f=2,n =30, de donde : (2 +30)100 = 6.67%
X, =16, f=5, n =30, de donde : (5+30)100 = 16.67%

La frecuencia acumulada Fa, puedes obtenerla sumando
< ‘ % fr Iafrecuer_lciqque corresponde a cada valor dela\_/ariable
12 6 20 més Su siguiente, expresado en forma acumulativa con
13 9 30 dichasuma. Observa
1;' g 266'(737 X f %fr Fa
16 | 5 16.67 12 2 2 g

n =30 100% 13 9 30 15 =6+9
14 8 26.67 23 =15+8
15 2 6.67 25 =23+2
16 5 16.67 30 =25+5
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Puedes hallar |a frecuencia acumulada rel ativa, determinando € % de la frecuencia acumulada, asi:

X f %fr Fa %Fa Estaeslatablade | Fa= (Fa+ n)100%

12 6 20 6 20 distribucion de fre- = (6 + 30)100 =20%

13 9 30 15 50 cuencia con todas = (15 + 30)100= 50%

14 8 26.67 | 23 76.67 sus columnas. = (23 + 30)100 = 76.67%

15 2 6.67 | 25 83.33 = (25 + 30)100 = 83.33%

16 5 16.67 | 30 100 = (30 + 30)100 = 100%
Ejercicios:

*** S en tu barrio deseas hacer una
investigacion del deporte favorito de los
jovenes que acuden al club deportivo,
resulta que: 150 prefieren ping pong, 80
boxeo, 200 baloncesto, 50 voleibol, y
320 béishol, ¢Cuantos jovenes participa
ron en lainvestigacion?

100 + 80 + 150 + 50 + 220 = 600 jOvenes. = n
Construye unatabla completa de frecuencias. ¢Qué % es 150 del total de jovenes?

% f =150 + 600 = 0.25 = 25%

X f %fr Fa %Fa
50
80
100
150
200

*** g vas ahacer una encuesta sobre la preferencia
gubernamental en tu barrio y eliges una muestra de 50
personas, con edades entre 18 y 40 afios; esto significa
gue tu campo de variacion es 40 - 18 = 22.

Esto significa que el 25% de los jovenes prefieren ping pong
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La muestra de edades de tus entrevistados es. Muesira Briia

Esta muestra bruta te permite hacer unaclasi- 21 18 20 22 23 26 30
ficacién de los datos en orden decreciente, te da 38 40 28 37 20 18 40

: L . 24 33 26 18 27 38 23
sugerencias paralaorganizacion delas informa- 28 34 40 20 26 21 22

ciones obtenidas, de forma que puedas obtener 35 26 38 36 37 39 21
una conclusién correcta para los fines propues- 29 23 19 30 35 26 31
tos. 37 32 31 22 20 37 25
24
Tabla de Frecuencia
Variacion | Frecuencia | Variacion | Frecuencia | Ahora debes clasificar la informacion, entonces
agrupas lamuestra por grupos o clases de edades
12 f’ ;g ; y con tu campo de variacion formaslos intervalos
de grupos o clases. La frecuencia con que apare-
20 4 31 2 . T
21 3 32 1 cen las edades estaen lasiguiente tabla:
22 3 33 1
23 3 34 1 Puedes agrupar la variacion y obtener Frecuen-
24 2 35 2 cias condensadas agrupadas, creando intervalos
25 1 36 1 declase, entre loslimites de 18 a 40, formando
26 5 37 4 tipos de interval os de clase:
27 1 38 3
28 2 39 1
Estas tablas te muestran en forma con-
densada €l tipo de la distribucion de una Intervalos | Frecuencia | Intervalos | Frecuencia
cantidad variable alo largo del campo de 17-19 4 17-21 14
variacion. 20-22 10 22-26 12
Cada intervalo de clase tiene un tipo y B © ZIREN e
cada clase tiene un valor que lo represen- 26-28 g 3230 2
29-31 5 37-41 7
ta, que es su centro. 32-34 3 Total n =50
35-37 8
Este centro se encuentraen el medio dela 38-40 7 Tipo 5
clase dedistribuciony esequivalenteala Total n =50
semi-suma de sus limites, de ahi que se Tipo 4
le denomine: Centro de Clase.

Centro de Clase = limite superior + limite inferior
2
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Puedes completar mejor la tabla de frecuenciasi agregas columnas que te ayuden a obtener unain-
formacion mas precisa; por gemplo, creando la columnade frecuencia relativa, (%fr) la columnade
frecuencia acumulada (Fa) y la columna de frecuencia acumulada relativa.(%Fa)

Recuerda que

o8 Cuando la estadistica se ocupa del estudio cuantitativo del comportamiento de la po-
N ) blacion humana en variables como: fecundidad, mortalidad, inmigracion, salud, etc, se
\5 434 denomina Demografia

VI.3 Graficos Estadisticos.

Si deseas hacer un gréfico de la distribucion de frecuencia tipo 3, de la encuesta de las edades, hallas
los centros de clase y obtienes:

HISTOSRAMA

Intervalos Centros de Clase | Frecuencias
17-19 18 4 1z
20-22 21 10 a 10
23-25 24 6 - B
26-28 27 8 a2
29-31 30 5 =4
32-34 33 3 21

0 -
35-37 36 8 18 21 24 27430 33 36 39
88-40 39 9 CENTROS BE CLASES

Este grafico representa un histograma, que tiene los centros de clase [tipo 3] en €l ge horizontal y las
frecuencias en el ge vertical. Laaltura de cada barrarepresentalafrecuenciay labase e intervalo de
clase.

FPOLIGOND DEFRECUENCIA

Si unes los puntos medios de cada barra,
obtienes otro grafico : el poligono de
frecuencia.

FRECLUEHT

e
|
o)

I 2 a4 B BT 8
CENT RO% DE CLWEE

Recuerda que:

Las predicciones de los hombres de negocios va desde los volimenes de ventas,
medir las reacciones de los con sumidores ante sus mercancias, hasta deter-
_ minar el mejor método para utilizar las habilidades y aptitudes de sus empleados.
P}) Este es el momento de hablar con los economistas para hacer las proyecciones
necesarias, entonces, éstos aplican la Econometria para lograr sus objetivos.
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En la Seccion Econémica del Listin Diario del 15de  [comportamiento del café nov/96-marzo/97

marzo de 1997, aparecen |os datos sobre el precio de Valores de la variable | Frecuencia absoluta
las 100 libras del café de alta calidad parael afio cafe- Meses S o e
talero 1996-97, delasiguiente forma: noviembre 1996 Noviembre/96 110,500
de US$110.50, diciembre/96 = U$114.75, enero/97= Diciembre/96 114,750
US$138.90, febrero/97 =US$176.85, y marzo/97 = Enero/97 138,900
US$203.15, construye la tabla de frecuenciay repre- Febrero/97 176,650
senta la produccion en un sistema cartesiano. Marzo/97 203,150
PRECIO DEL CAFE
Han

e — Este es un gréfico de segmentos. En larecta horizontal

2 towao == colocas |os meses de producciony en larectavertical los

e precios, y aunaescala escogida, donde cada punto es un

m: par ordenado de valores de latabla.
11 L 1 | a
MESEE BbE 1537

*** S laproduccion de tabaco en laRe- Grdfico de Barras

publica Dominicana del 1985 al 1990 te Observa el grdfico de barras: son barras paralelas colo-

la ofrece la siguiente tabla, puedes crear cadas en forma vertical, que también pueden estar en

graficos diversos con estos datos. forma horizontal. Cada barra tiene un mismo ancho y
una misma separacion entre ellas.

Produccién de Tabaco FRODUCCION DETABAC D
Valores de Variable Frecuencia Absoluta
ARos Produccién en Millones 5-
de toneladas. ] 24
1985 2,5 i £
1986 2,8 2z 2
1987 3,2 E =14
1988 2,3 o
1989 4,2
1990 3,7

FRODUCCION DE TABACO

a4 |

‘.ﬂ
BAILLOMNES

DE 3

TOMELADAS .

i

a !
T =k % & F ¥

DESLE 1285 AL 1350

Gréafico Prismatico Gréafico Piramidal
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*** Puedes hacer un sondeo de juegos de azar en  un Juegos del Barrio A,

barrio, donde obtienes los siguientes resultados. €l 40% Clase de juegos | Porcentaje
juega a la loteria, e 25% juega quiniela palé, el 30% Loteria 40
apuesta alapelotay el 5% juega a otro tipo de juego. Leisa 25
Representa en un grafico circular o diagrama circular y loteka 30
construye latablade frecuencia. Real 05

JUGADAS EM BARRID &

Forcantaj Jupgadss Brrie A
5%

40%

25%

|n|.wuh|mmnmnmj

IuIJ:llllll mLesa gfebta g Db |

Jugadas en Bamio &

o Los psicologos también se valen de la

3 estadistica para medir y comparar la

o 00 conducta, actitudes, inteligencia y ap-

n ) / titudes del ser humano, lo que en len-

o B Bt js\f'g guaje técnico se conoce, como: Psico-
R e metria.

Los grificos que mds se utilizan en estadistica son: De segmentos, poligonal, de barras, de puntos, de
columnas, de lineas, de dreas, de anillos, de superficie, cilindricas, conicas, piramidal y existen situa-
ciones en que es mas conveniente utilizar el circular, especialmente cuando se trata de porcentajes.

. ., . P Poblacion Mundial
* k%
Si Iapoplmlorj mundial e;tad|V|d|dadeacuerdoal Color de la Piel | % millones
color de la piel, asi : 1,400 millones de blancos, 1,200 [ Biancos
millones de amarillos y 300 millones de negros. Deter- Amarillos
mina el porcentgje de cadatipo y traza el diagrama cir- Negros
cular. Universo n = 100% 2,900
g FOEL&CI0N MUNDIAL
: LT , AMBALLO i i
TATETT l
: | o~
Ed 1 a41%
“' e
o T T T |
-l 1 d i - O BLANCOS @ AMARILLOE OMEGADE |
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Si deseas saber qué tipo de automovil es el que mas utilizan en nuestro pais, ¢Como lo ha-
rias? y ¢Como obtendrias los datos ?

2. Haz un sondeo de opinion sobre la popularidad de uno de tus profesores. Determina: la po-
blacion, luego las muestrasy construye la tabla de frecuencia.

3. Elabora los datos estadisticos de los alumnos que visitan la biblioteca. Poblacion, muestra,
datos, tabla de frecuencia y grdfico

4. Si en una muestra de pesos. 10 paquetes pesan 487 gramos, 2 paquetes 485 gramos, 5 pesan
502 gramos, 17 paquetes pesan 500gr, 2 pesan 510 gr., y 14 pesan 490 gr.. Determina : tabla
de frecuencia, histograma y grdfico poligonal.

5. Una muestra de estatura de tus vecinos, escogidos 100 al azar, es como sigue : 8 miden,
1.51m, 13 miden 1.61m, 38 miden 1.6m, uno mide 1.52m, otro 1.4m, 28 miden 1.58m, dos
miden 1.71m. 9 miden 1.7m. Construye el grdfico de barras y el poligonal.

6. Para conocer € precio de un articulo visitaste 130 tiendas y obtuviste la siguiente muestra:
10lotenian a13.10,30a13.20,10a13.70, 10a13.80,20a 13.50y 40 a 13.25. a. Construye
la tabla completa de frecuencias. b. Grdfico poligonal. C. Grifico de barras con el % de los
articulos.

7. Esta esla lista de personas que alquilaron videos en una semana, determina: a. Tabla de
frecuencia relativa, tabla de frecuencia acumulada b. Grdfico de barra.24, 39, 38, 21, 16, 44,

34, 66, 32, 35, 19, 33, 13, 25, 44, 46, 57, 60, 31, 40, 23, 27,43, 44, 32, 56, 52, 61, 30y 20..

8. El peso de 150 personas esta en la siguiente distribucion. Construye el histograma.

Clase Frecuencia| Clase Frecuencia
70- 79 10 120-129 23
80- 89 11 130-139 9
90- 99 23 140-149 9
100-109 26 150-159 6
110-119 31 160-169 2

9. Losdatos que aparecen a continuacion representan los minutos que te tomaste para llegar
alaescueladurante 30 dias: 20.8, 22.8, 21.9, 22,20.7, 20.9, 25, 22.2, 22.8, 20.1, 25.3,
20.7, 22.5,21.2,23.8, 23.3, 20.9, 22.9, 235, 19.5, 23.7, 20.3, 23.6, 19, 25.1, 25, 19.5,
24.1, 24.2, 21.8, 23.7, 21.3.
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Organizalos datos en orden ascendente. Construye una distribucién de frecuenciay de frecuen-
ciaacumulada. Traza €l poligono de frecuencia.

80
_ ‘ 40 w
“El pensamiento estadistico sera un 30 R ———
0\?) dia tan necesario para un ciudada- 20 e
}1: no eficiente como la capacidad de ': " OUar.0 |
leer y escribir”  Wells. = 5 = & % =

VI.4 Medidas de Tendencia Central.

La tabla de frecuencias te ofrece los diferentes datos de la muestra, y te presenta la distribucion de
esos resultados o distribucion de la frecuencia, pero, es preciso tener en latabla un resumen cuantita-
tivo que permita hacer mas generalizaciones del Universo estudiado.

Cuando concentras |os valores numéricos alrededor de ciertos valores centrales del conjunto de datos,
gue da el Universo através de la muestra, estés creando medidas centralistas, tales como : La media,
lamoday la mediana.

M edia Aritmética o Promedio.

Las notas de Mildred en e 8vo. Curso en matematica
son : 80, 85, 70, 83, 78, 76 ; determina el promedio del Media =[80 +75+73 + 86 + 78 + 76] ~ 6 = 78.5
semestre:

Si el conjunto de los valores muestrales individuales en

un determinado experimento €s: X, X, .., X, nese M=2x=n=[x +X+ .. +x]+n
nimero de elementos de la muestray M representa la

media, entonces:

Si aparecen valores repetidos en la muestra, entonces

la media es igual a producto de la sumatoria de las M=2xif+n dondei=desde 1 hastan
variaciones por la frecuencia correspondiente, divido

entre el Universo del experimento, o sea:

Ejemplo:

Si tienesqueinvestigar sobre el nimero de paginasdelos

libros de la biblioteca de tu escuelay tomasunamuestra M = 2xii f

de 80 libros, donde 9 tienen 310 péaginas, 15 tienen 316 n

paginas, 7 tienen 300 paginas, 10 tienen 420, 12 tienen

126, 3tienen 240, 1tiene 418, 12 tienen 140y 1l tienen = X+ X, X+ X n =80
160. Paradeterminar lafrecuenciay lamediaaritmética,

tienes:
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¢ Qué significado tiene el simbolo =? ;Cuando se utiliza?

126 12
140 12

300 7

Tabla de Frecuencias Lamediaeslasumatoriadelafrecuenciapor el nimero delibros, entre
No. Pag. | Frecuencia el entre el nimero de la muestra.

160 1 M =[12(126) + 12(140) + 11(160) + 3(240) + 9(310)+
240 3 + 7(300) + 15(316) + 418 + 11(420)] + 80

310 9 M = 1512+1680+1760+720+2790+2100+4740+418+4620

316 15
418 1

420 10

La Moda.

En la cancha deportiva reiines 100 jovenes, cuyas esta
turas son: 30 miden 1.61 m, 38 miden 1.59 m, 13 miden
1.6 m, uno[1] mide 1.5 m, 8 miden 1.52 m, 8 miden 1.7
m, miden 1.45 m, elabora latabla de frecuencia

¢Cuad eslafrecuenciamas dta?, 38

¢A qué estatura corresponde? 159

Entonces, |la moda de esta tabla de frecuencia es 159.

80
M = 20400 + 80 = 255, significa que el promedio de pdginas por li-
bros de la biblioteca es 255 péginas.

Estatura de 100 deportistas

Variable x

Frecuencia absoluta

Estatuta en m.

No. de deportistas [fa]

1.49
1.50
1.52
1.59
1.60
1.61
1.71

2
1
8
38
13
30
8

Total

100

Si en unainvestigacién al dato x corresponde la mayor
frecuencia, entonces x esla Moda de la investigacion.

La Mediana.

Peso 30 paquetes arroz
X f %fr Fa Y%Fa
12
13
14
15

16

26.67 | 23 76.67 laModa es 13.
6.67 25 83.33

(6210 \C e el (ol e)]
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Recuerda la tabla de los 30 paquetes de arroz:
20 6 20 Observaquelalibradearroz equivale a 13 onzas, yaque se hace

30 15 50 con frecuencia de 9, siendo estalafrecuencia mas alta, entonces

16.67 | 30 | 100 Pero la Mediana es el valor de x que corresponde a 50% de la
frecuenciarelativa acumulada %Fa.
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El valor de x que corresponde al 50% en la columna %Fa es 13, luego lamediana es 13, lo que signi-
fica que el 50% de las libras de arroz pesan 13 o menos onzas.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Con los datos que se te dan a continuacion determina: a) la media, b) lamoda c) la
mediana

20, 30, 40, 20, 50, 30, 40, 30, 50

100, 120, 150, 100, 200, 120, 150, 100, 50, 120

60, 80, 40, 60, 100, 120, 60, 20, 40, 100, 60, 20

22, 36, 26, 62, 32, 32, 26, 29, 27, 24, 25, 30, 26, 29, 24, 34, 24, 29, 41, 30, 34, 37, 42,
41, 35, 31, 41

20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 100, 120, 140, 160, 180.

pODNPE

o

Cuartiles, deciles y percentiles.

Cuando los valores ordenados de una variable deben ser divididos en grupos homogéneos en cuanto
atamano, suelen utilizarse los cuartiles. Entre los cuartiles més utilizados se encuentran los cuartiles
Q, deciles D, y percentiles P, los cuales dividen al total de observaciones en cuatro, diez y cien partes
respectivamente.

Los cuartiles de una sucesion de datos ordenados son aquellos nimeros que dividen la sucesion en
cuatro partes porcentual mente iguales. Existen tres cuartiles, los cuales se denotan, usual mente, como
Q, Q,y Q,. El segundo cuartil Q,, es precisamente la mediana de |os datos ordenados.

La siguiente tabla corresponde a la distribucion de frecuencias en el nimero de hijos de cien familias
dominicanas. Calcula sus cuartiles.

Numero de hijos de cien familias
Variable x Frecuencias
Cantidad de hijos | Frecuencias absolutas | Frecuencias Acumuladas
0 14 14
1 10 24
2 15 39
3 26 65
4 20 85
5 15 100
MUNDO GEOMETRICO 230 CURSO DE NIVELACION



MATEMATICA MESCyYT

Solucion:

a. En @ primer cuartil estardn fa/4 valores, esdecir:  fa = 100 =25
¢Para qué cantidad de hijos la frecuencia acumulada es né’llayor qu]re fa/4?
Por supuesto, para 2 hijos. Esto significa que el primer cuartil Q, = 2

En el segundo cuartil estaran 2fa + 4 valores, es decir:

2fa = 2(100) =200 = 50, lo que significa que la frecuencia acumulada serd

4 4 4 mayor que 50 para 3 hijosy entonces Q, = 3 .

Por Ultimo, en el tercer cuartil estaran 3fa +~ 4 valores, es decir:

3fa = 3(100) =300 = 75, 0 sea, la frecuencia acumulada es mayor que
4 4 4 75 para4 hijosy, €l tercer cuartil Q, = 4

Qi esel valor del cuartil i;

Ei esel limiteinferior de laclase dél cuartil i;

N es el numero de datos [igual ala frecuencia acumuladal

Fi es la frecuencia acumulada de |a clase que antecede ala clase del cuartil i,

fi es la frecuencia absoluta de la clase del cuartil 1;

L eslalongitud del intervalo de laclase del cuartil i.

Latablade la derecha muestra > e Edades deF20 personas

ariaple X recuencias
|as edades agrupadas de 20 personas Edad Frecuencias | Frecuencias
Absolutas | Acumulada

10-19 2 2
20-29 3 5
30-39 3 8
40-49 6 14
50-59 5 19
60-69 1 20

Calculo de los cuartiles: Q. , 0,y Q,

Cuartil Q,
Determina primero la clase del cuartil: i(N/4), como se tratadel cuartil 1, entonces
i =1ytendras 1(20/4) = 1(5) =5.
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Ahora ubica la clase donde la frecuencia acumuladaes Ei= 29+30= 295 ; i=1
mayor que el valor delaclase del cuartil. Esto ocurre en 2

la clase correspondiente a las edades 30-39 afios. Por |o

tanto. N=20 ; F,=5 ;f =3 ;L=10

Si sustituyes en laformula, obtendrés:

Q, = 295+ 1(20/4) -5 10 = 295+5-5 10 =295+0=295
3

Este valor seinterpreta de la manera siguiente: Aproximadamente el 25% de | as personas encuestadas
tienen edades por debajo de los 29 afos; también puedes decir: “ aproximadamente el 75% de | as per-
sonas encuestadas tienen edades por encimade los 29 afios’.

Cuartil Q,

Determinalaclase del cuartil asi: i(N/4) = 2(20/4) = 2(5) = 10,

lo que significa que la clase del cuartil es E,=39+40 =395, i=2, N=20
la correspondiente a las edades compren- 2

didas entre 40 y 49 afios. Por tanto: F,=8,; f,=6 ;L=10

Si sustituyes estos valores en laformula, tendrés que:

Q,=395+2(20/4) —8.10 =39.5+2.10=39.5+20 =42.83
6 6 6

Esto significa que aproximadamente el 50% de las personas encuestadas tiene edades inferiores a los
43 anos.

Cuartil Q,
Laclase del cuartil se determina asf: I(N/4) = 3(20/4) = 15
Como las frecuencias acumuladas son
mayores a 15 para e grupo de edades
correspondientes a 50-59 afos, entonces
éstaeslaclasedel cuartil Q,; por tanto.

E,=%(49+50) =495, i =3
N'=20,F,=14,f,=5yL =10

Sustituyendo estos valores en laformula encontraras que:

Q,=495+ 3(20/4)-14 .10 =495+ 15-14 .10 =495+2
5 5
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Q3 = 51.5, es decir, aproximadamente el 75% de los escuestados tiene edades por debajo de los 51
anos o aproximadamente el 25% de |os encuestados tiene edades por encima de los 51 afios.

Deciles.

L os deciles son ciertos nUmeros que dividen la sucesion de datos ordenados en diez partes porcentual -
menteiguales. LosdecilessedenotanD,,D,, D, D,,...D

a

Para datos agrupados |os deciles se Di =Li +i(N/10) - Fi. L i=1234,..,9
calculan aplicando laférmula: fi
Percentiles.

L os percentiles constituyen, sin lugar adudas, |as medidas mas utilizadas para propésitos de ubicacion
o clasificacion de las personas cuando se trata de caracteristicas tales como: peso, estatura, medidas,
etc.

L os percentiles son ciertos nUmeros que dividen una sucesion de datos ordenados en cien partes por-
centualmente iguales. Cuando |os datos estan agrupados en una tabla de frecuencia, los percentiles se
calculan aplicando laférmula:

Pi=Li+i(N/100) —Fi .L dondei=1,23,..
fi

L os elementos constitutivos de esta formula tienen interpretaciones andlogas a las indicadas para los
cuartilesy los deciles.

Ejemplos:

1. Paralatablade datos agrupados, correspondientes alas edades de 20 personas encuestadas, deter-
mina el octavo decil y el percentil 26.

Solucion:
Decil- D,
Determina primero la clase de decil, asi: i(N/10) =8(20/10) =8(2) =16
La frecuencia acumulada es mayor que 16, entonces corresponde a la clase 50-59 afios. Por tanto:

D,=%(49+50) =495, i=8, F,=14,f,=5; L =10, sustituyendo en laférmula obtendras:
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D,=49.5+8(20/10)-14 .10=495+16—-14.10 =495+4=534
5 5

D, = 53.4, lo que significa que aproximadamente el 80% de las 20 personas encuestadas tienen edades
inferiores alos 53 anos o que, aproximadamente el 20% de |os encuestados tienen edades que sobre-
pasan los 53 afnos.

Percentil 26 = P,
Laclase del percentil correspondea i(N/100) = 26(20/100) = 520/100 = 5.2

Como lafrecuencia acumulada es mayor que 5.2, parala clase correspondiente alas edades compren-
didas entre 30 y 39 afios, entonces ésta seralaclase de P,,, Por lo tanto:

E,=%(29+30)=295 i=26 F,=5 f, =3, L=10

P, =29.5+ 26(20/100) -5 .10 =29.5+5.2—-5 .10 =29.5+0.67 =30.17
3 3

P,s=30.17, lo cual significa que aproximadamente el 26% de los encuestados tiene edades por debajo

de los 30 afios 0 que, aproxiadamente el 74% de |os encuestados tienen mas de 30 afnos.

2. La siguientg tabla de frecuenpias contieng muestras Longitudes de 80 cartulinas: Cms
delas longitudes de 80 cartulinas. DeterminaQ,, Q,, | \/ariables | Frecuencia | Frecuencia
Qs’ D3, D4’ y Pm' Absoluta | Acumulada

60-68 4 4

Solucion: 69-77 7 11

78-86 6 17

I(N/4) = 1(80/4) = 1(20) = 20, esto implicaquelaclase 32'234 S ;2;2

del cuartil _Ql corresponde a las longitudes 87-95 cms.; ol 10 e

por lo tanto: 114-122 7 50

123-131 10 60

E, =%(86+87) =86.5, 132-140 7 67

141-149 6 73
i=1, F,=17f1=8; L=9 150-158 4 I
159-167 3 80

Sustituyendo estos valores en laformula, tendrés:

Q,=865+1(80/4)—17 .9 =865+20—-17 .9 =86.5+3.375=89.88

8 8
Q, =89.88 O Aproximadamente el 25% de los pedazos de cartulina tienen longitudes inferiores a los
90 cms.
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Cuartil Q,

[(N/4) = 2(80/4) = 40, entonces la clase de este cuartil corresponde a las longitudes comprendidas
entre 105-113 cms. Por |o tanto:

,= %(104+105) =1045; i=2, F,=33, f,=10 y L=9
Sustituyendo en laformula, Qi=Li+i(N100O)—-Fi .L ; i=123,..
obtendras que: Fi

Q,=1045+2(80/4) =33 .9 =1045 + 40-33 .9 =1045+63 =110.8

10 10
Q, =110.8 = Aproximadamente el 50% de las cartulinas tienen longitudes inferiores a los
111 cms.
Cuartil Q,

Como i(N/4) = 3(80/4) = 3(20) = 60, entonces la clase que corresponde a este cuartil esta entre la
longitud 132-140 cms. Por |o tanto:

E,= %(131+132) = 1315, dondei =3, F,=60, f,=7yL=9

Sustituyes estos datosen laformula Qi = Li +i(N/100) —Fi . L dondei =1,2,3,.. Y obtendrés:

Fi
Q,=1315+ 3(80/4)—60 .9=131.5+60-60 .9=131.5+0 =1315
7 7
Q, = 131.5 esto quiere decir que aproximadamente el 75% de |as cartulinas tiene longitudes inferiores
al3l5cms.
Decil D,

Como 1(N/10) = 3(80/10) = 3(8) = 24, entonces |la clase del decil D, esta entre las longitudes 87 — 95
cmsy por lo tanto:

E,=%(86+87) = 86.5, dondei =3, F,=17, f,=8 yL =9, sustituyendo en laformula,

Di =Li+i(N/100)—-Fi .L ; 1=123,..
Fi

obtendrés que:

D,=86.5+3(80/10)-17 .9 =86.5+24-17 .9=86.5+7.875= 94.38
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D, =94.38 esto significa que el 30% aproximadamente de las cartulinas tiene longitudes inferiores a
los 94 cms.

Decil D

4

Como i(80/10) = 4(80/10) = 4(8) = 32, entonces quiere decir que la clase de este decil, es la que co-
rresponde alas longitudes entre 96 y 106 cms., por |o tanto:

E,=%495+96) = 95.5, dondei =4,F,=25,f, =8y L 9 sustituyesen laformula

Di =Li+i(N/100)—Fi .L donde i=1,2,3,... vy obtendras.
Fi

D,=955+4(80/10)—25 .9 =955+32-25 .9=955+7.875 =103.38 cms.
8 8

D4 = 103.4, esto indica que aproximadamente el 40% de las cartulinas tiene longitudes menores que
los 103 cms.

Percentiles P,

Como i(80/100) = 10(80/100) = 10(0.8) = 8, lo cual quiere decir que la clase de este percentil P, esa
la de longitudes comprendidas entre 69 y 77 cms, por |o tanto:

0= Y268 +69) =685, dondei =10, F =4, f =7yL =9 sudtituyesen laformula
Pi=Li+i(N/100) —Fi .L dondei=1,23,... y obtendrés:
Fi

P,=68.5+10(80/100) -4 .9=68.5+8-4 .9=68.5+5.14 =73.64 cms., lo que significa que el
10% de las cartulinas tiene longitudes inferiores alos 74 cms.

VI.5 Medidas de variabilidad.

Como has podido notar, una de las caracteristicas de los datos es que, por o general varian entre si,
lo que es de gran importancia para la estadistica. Pudiste darte cuenta que las medidas de tendencia
central describen aspectos importantes del conjunto de datos, pero esto no es suficiente ya que existen
otras caracteristicas en los datos que precisan su medicion en lamedida en que se dispersan o se dise-
minan, es agui donde interviene la variabilidad.
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Lavariabilidad es fundamental en la estimacion, pruebas de hipétesis, pronosticos, etc.,

La varianza de una poblacion de N observaciones x,,

n X0 Xg0 X, o X, €S €l promedio del cuadrado de las des-

0*=1/N Z(x, - wy>? viaciones con respecto a su media p. Si la varianza de

i=1 la poblacion es ¢ entonces para su cdlculo lo obtendrds
formula de laizquierda.

Lavarianza de una muestra de n observaciones x,, X,,
X X, ...X, eslasumadelos cuadrados de las desvia- n .
. " : : L £=1/(n-1)Z (x. =X )?
ciones de | as observaciones respecto alamedia x, divi- 2
didaestasumaentre (n—1). Si lavarianzadelamuestra

es s, entonces su calculo lo obtendras con laformula:

X | (X) | XX | X7 Si tienes las observaciones muestrales de: 5, 6, 1, 2, 4,
2 ;Zj égg gg ent(')nc'%su mediaes 18/5 = 3.6, ahora puedes construir
1| 26 | 676 01 lasiguiente tabla:

421 -3.'2 cz)ig c1>g Si aplicas la formula puedes determinar la varianza
18 0 17.20 | 82 muestral asi:

£=1/(n-1)3 (x,~X)?
i=1

Como lasuma de los cuadrados de |as desviaciones es: 17.20, entonces se tiene que:
g =1/(n-1)[17.20] =1/(5-1) [17.20] =¥.[17.20] = 4.3

Entonces |a varianza de lamuestraes 4.3

Generamente se cuenta con latotalidad de observaciones de una poblacion y Unicamente se dispone
de una muestra de las observaciones tomadas de la poblacion, por esto la media muestral se utiliza
como un estimador de la media de la poblacion.

Ladesviacion estandar de la poblacion eslaraiz cuadra- o= [ Z(Xx—p)?
da de la media de las desviaciones respecto de la media N
delapoblacion, elevada al cuadrado.

Mientras que la desviacion estandar de la muestra equivale alaraiz cuadrada positiva de la varian-
za.
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En el ggemplo anterior la desviacion

n —
\/?:\%/(n DI -X) estandar es: s =Vs2=v4.3 =2.0736
i=1

El calculo directo de la desviacion estéandar de lamuestra viene dada por laférmula, donde:

n = ndmero de observaciones.

X = observaciones = \/ n(Z x?) — (2 x)?
n(n-1)

s = desviacion estandar

Calculaladesviacion estandar de 6 interruptores colocados en Altagracia Peluqueria para activar una
alarma, los cuales se activan en: 11, 9, 8, 5, 7 y 6 milisegundos.

Solucion:
Comon=6, 2x=11+9+8+5+7+6=46y

2x2=121+ 81+ 64 + 25 + 49 + 36 = 376 entonces sustituyes en laformulay obtienes:

s=\/n(2 x?) - (£x)? = /6(376) — (46)? =/ 2256 2116 =/140 =V4.67 =2.16
n(n-1) 6(6- 1) 6(5) 30

El teorema de Chebyshev nos ayuda a comprender mejor la desviacion estandar:

En relacion con un conjunto de datos cualquiera [poblacién o muestra] y una cons-
tante k cualquiera mayor que 1, cuando menos 1 — 1/k2 de los datos deberan estar
dentro de k desviaciones estandar, a uno u otro lado de la media.

Esto significa que si k = 2 entonces puedes estar seguro de que cuando menos %, o 75 por ciento, de
los valores de un conjunto de datos cualquiera deberan estar entre la media menos dos desviaciones
estandar y la media més dos desviaciones estandar.

La desviacion estandar como medida de variacion depende de las unidades de medicion, por lo tanto
es unamedida de variacion relativa y se necesita un coeficiente de variacion, que es €l siguiente:

C0§ﬁciente de Variab.ilidad, es §:l cociente de dividir la V=s=X.100 V=s=+p.100
varianza entre la media, multiplicado por 100.
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NOTA HISTORICA

En el siglo XIX Pierre Simén, Marqués de Laplace [1749-1827],
unifico todas las ideas, férmulas y técnicas de probabilidad, crea-
das por : Jacob Bernoulli, Abraham de Moivre, Thomas Bayes y
Joseph Lagrange. La teoria de la probabilidad fue aplicada a los
juegos y con el tiempo a los problemas socioeconémicos.

En el siglo XIX nace la industria de los seguros y su fuente funda-
mental fue la probabilidad, ya que requeria conocimientos exactos
del riesgo de perder, pues de lo contrario era imposible calcular las
polizas. Hoy en dia la teoria matematica de la probabilidad forma
parte del fundamento de las aplicaciones estadisticas para la in-
vestigacion social y la toma de decisiones.

En las decisiones de caracter personal y gerencial, casi siempre
enfrentamos la incertidumbre, cuando nos anuncian el 65% de probabilidad de lluvia, ge-
neralmente cambiamos nuestros planes de salir de dia de campo. La probabilidad forma
parte de nuestra vida diaria, somos incapaces de pronosticar el futuro con absoluta cer-
teza, y esa necesidad de sortear la incertidumbre nos conduce a estudiar la teoria de la
probabilidad.

V1.6 Probabilidad.

Meteorologia anuncia que la probabilidad de lluvia parala Ciu- K\
dad de Santo Domingo es de un 80%.;Qué significa eso? ;Cémo

se mide este nimero probable? ;Qué princi pios mateméati cos deben

cumplir las probabilidades? ‘\
Ejemplos: \\\\

*** ;Cudl eslaprobabilidad de sacar unaAS de un juego de 52 cartas bien bargjado?

Solucion: Existen s = 4 ases entre las n = 52 cartas, entonces tienes 4 de 52, es decir
sn =4/52=1/13

*** S 540 de cada 1800 alumnos no terminan la secundaria,
¢qué probabilidad tiene un alumno de no ser bachiller?, ¢y de ser bachiller?

Solucion: s=540y n = 1800, entonces:
s/n =540/1800 = 3/10 probabilidad de no ser bachiller y como 1800 - 540 = 1260 logran
terminar su bachillerato, entonces :
s=1260 y n=1800, entonces. s = 1260 = 7  probabilidad de ser bachiller.
n 1800 10
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La probabilidad te permite analizar y estudiar |os procesos aleatorios, es decir, son
procesos que te permiten concluir de diversas maneras sin que sea posible conocer €l
resultado exacto de cada caso en particular.

Un experimento aleatorio puede ser:
-
e ]

** | anzamiento de un dado una sola vez. -

Si lanza un dado cien veces siempre tendrés laincertidumbre . 'l P
en cuanto acudl serael resultado de tu proximo lanzamiento.
: :

** Peso de una persona.
En e caso de determinar el peso de una persona tienes

incertidumbre antes de pesarla, porgue después de pesa
datiene un peso relativo que ya conoces.

** E| estado del tiempo atmosférico en el dia de ma-
fana, etc.

El estado del tiempo es cada diadiferente, lasituacion de
mafiana no volvera a repetirse, siempre hay incertidum-
bre sobre el estado del tiempo de mafiana.

En los casos probables tienes dos situaciones: a priori y
posteriori,aunque también se consideran las situaciones
subjetivas.

La probabilidad canonica o a priori fue ideada por Laplace y esta sustentada en el siguiente princi-
pio:

“Si un experimento aleatorio puede concluir den mane-  P[E] = m — Ndmero de casos favorables
ras posiblesy m de esas n maneras tienen una caracteris- n — NUmero de casos posibles
tica de evento o suceso [E], entoncesla probabilidad del

Evento P[E]=m+n"

Observa estamoneda, si latirasal aire puede caer de
unade esas dos maneras. Cara, Escudo C O E O :
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¢Cuadl eslaprobabilidad de que caiga“escudo”?
n=2y m=1, entonces: P[E] = m/n=1/2= 05

El conjunto de resultados de un experimento aleatorio es

su Espacio Muestral, entonces el Evento o0 suceso esun @
sub-conjunto del Espacio Muestral. Lanza una moneda @/
unavez y obtienes: \ @

El espacio muestraS={c, e} dondeA={c} A B={¢}

son eventos.

Si lanzas la moneda dos veces, obtienes. El espacio /@
muestral es: S={cc,ce, ec,ee}, A={ceee} y B=

{cc, ce} O /

El principio de probabilidad a posteriori se debe a Ri-

chard Von Mises, y trata de medir la frecuencia con que
ocurre un evento, para predecir como ocurrira. O

En la probabilidad subjetiva es necesario que un Even- @
to A tengaun “grado de creencia’, por o que puede:

P[A] =0 representa que el Evento A no ocurra, P[A] =

1 representaque el Evento Asi ocurray 0< P[A] < 1les

gue €l evento ocurrira.

La esperanza matematica es también un punto de la probabilidad, que nace con €l
juego de azar, y se determina con el producto de lo que un jugador apuesta por la pro-
babilidad de que gane :

* ¢Cud es tu esperanza matematica, Si quieres ganar
$15.00, a lanzar una moneda equilibrada y apuestas a
“escudo” ?

Solucion: La probabilidad P[A] = %, entonces |la espe-
ranza matematicaes 15 (¥2) = 7.50

La Esperanza Matematica es: Em=xP[A] +X,P[A,] + ..+ XP[A ]
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*** S compras uno de los boletos de unarifa de 1000 boletos, cuyo primer premio es un radio cas-
sette que vale RD$560.00, su segundo premio es un radio con valor de RD$200.00 y en tercer
premio un CD con valor de RD$60.00. ¢Cudl es tu esperanza matematica?

Solucion: Como en la rifa tinicamente hay tres premios ganadores, esto significa que 997 premios no
ganan, entonces : los 1000 boletos pagardn 560 + 200 + 60 = 820, lo que significa que la esperanza
mateméticaes: 820/1000=0.82 y 997/1000 =0.997 x 100 = 99.7% representa el porcentaje en
que no ganarias nada.. El porcentaje de ganar €l primer premioes: 1 x 100 =0.1%.

1000

En promedio puedes ganar: 0(0.997) + 560(0.001) + 200(0.001) + 60(0.001) = 0.82

Es el momento de practicar [0 aprendido

[ERN

. En un juego de 52 cartas quieres sacar un ASy un 10 ¢Qué probabilidad tienes?
Solucion: Las cartastienen 4 asesy 4 diez, por tanto : P[A] =AS y P[B] = 10, entonces,
P[A U B] = P[A] + P[B] por lo que P[A] =4/52 y P[B] = 4/52, luego :
= 4/52 + 4/52 = 8/52 = 0.15385

2. Tienes un espacio muestral con 6 fichas S = {1,2,3,4,5,6}. Determina la probabilidad que
al elegir una ficha represente un numero multiplo de 2 6 multiplo de 3.

3. Tiras un dado: ;Qué probabilidad tienes de lazar un numero par ? jimpar ?

4. Si sacasuna estrella morada de una urna te ganas un premio de RD$1,000.00 y la urna
tiene 6 estrellas moradas y 4 blancas. ¢Cudl estu esperanza matematica?

5. Tienes5 bolasrojas, 3 blancasy 12 moradas: ¢Qué probabilidad tienes de que la bola ex-
traidaal azar sea: a. Roja b. Morada c. Blanca.

6. Si de un experimento se pueden obtener 15 resultados distintos, todos con la misma
oportunidad, ¢qué probabilidad tiene uno de ellos en particular ?

7. SiP(A) = 2/3, ;qué es P(no A) ?
8. SiP(moA)=4/7, ;quées P(A) ?

9. Si P(A) = 4/5 ;qué es P(~A)
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10. Si tu probabilidad de sacar 90 en el examen de matematica es 3/8, ¢cudl esla probabilidad
de obtener 90 o méas en la prueba?

11. Si una caja tiene 7 boletas moradas, 5 blancasy 4 azules. Si extraes una boleta al azar,

¢cual esla probabilidad de quela boletasea: 1. morada?

morada o blanca? 5. moradaoroja? 6. blanca oroja?

2. blanca? 3.rga? 4.

12. En la clase por tutoria de la Prof. Laura hay 35 alumnos: 20 estudian matematica pero
no espafol; 10 estudian espafol pero no matematica y 5 estudian matematicay es-
pafol; si escogesun alumno al azar, ¢cual esla probabilidad de que estudie matematica

y espaiiol ?

13. En el tramo del colmado hay 3 potes de salsa, 8 de aceitunas, 2 de alcaparrasy 10 de acei-
tunasy alcaparras. Si eliges un pote al azar, ¢cual esla probabilidad de que sea un pote de

aceitunaso un pote de alcaparras ?

14. Escribe en un papelito los numeros del 1 al 10. Si introduces 10 papelitos en una funda y
sacas uno al azar, ;Cudl es la probalidad de que el numero sea mayor que 5? ;mayor que
8 o menor que 3? ¢menor que 6 o divisiblepor 7 ?

15. Si tienes el Espacio muestral de los eventos Ay B, completa la siguiente tabla:

E.Muestral | A B ANB | PA) | PB) | PANB) |P(AUB)
20 5 8 7 Ya 2/5 7/20 3/10
20 6 4 5
25 15 8 2
25 10 7 5
30 18 12 4
30 20 6 0
40 25 10 5
40 18 24 2
45 25 15 2
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